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1 Le plus court chemin

Quand nous voulons déterminer le plus court chemin entre deux points, nous tendons une corde
entre ces deux points. Nous savons bien que dans le plan le plus court chemin entre deux points est un
segment de droite.

Figure 1 – Geometricon

Nous nous demandons si nous pouvons transposer cette notion à la Terre entière.
Comme la Terre est grande et que nous ne disposons pas d’une ficelle assez longue, nous faisons un

essai sur un planisphère.

Figure 2 – Planisphère Wikipedia
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Nous pouvons aussi tendre une ficelle entre deux points, par exemple entre New York et Madrid qui
sont toutes deux sur le 40e parallèle.

Figure 3 – On tend une ficelle entre Madrid et Pékin

De même entre Madrid et Pekin

Figure 4 – On tend une ficelle entre Madrid et Pékin
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Bien entendu nous nous rendons compte qu’il y a un problème. Le planisphère est une représentation
plane de la Terre et suffit d’avoir pris l’avion jusqu’à New York pour savoir que le plus court chemin
entre Madrid et New York ne suit pas le 40e parallèle.

1.1 Géodésiques

Sur Wikipedia (Réf. [11]) on trouve l’explication suivante :

À l’origine, le terme géodésique vient de géodésie (du grec gaïa « terre » et daiein «
partager, diviser »), la science de la mesure de la taille et de la forme de la Terre. La
géodésique désignait donc pour des géomètres le chemin le plus court entre deux points de
l’espace (sous entendu géographique).

La transposition aux mathématiques fait de la géodésique la généralisation de la notion
de « ligne droite » aux « espaces courbes ». La définition de la géodésique dépendant donc
du type d’« espace courbe », l’acceptation précédente n’y est plus vraie que localement dans
le cas où cet espace dispose d’une métrique.

Le chemin le plus court entre deux points dans un espace courbe peut être obtenu
en écrivant l’équation de la longueur de la courbe, et en cherchant la valeur minimale
pour cette valeur. De manière équivalente, on peut définir une autre valeur, l’énergie de la
courbe et chercher à la minimiser, ce qui aboutit aux mêmes équations pour une géodésique.
Intuitivement, on peut chercher à comprendre cette seconde formulation en imaginant une
bande élastique tendue entre deux points, qui, si elle suivait la géodésique, aurait une
longueur minimale et donc une énergie minimale.

Les exemples les plus familiers de géodésiques sont les lignes droites en géométrie
euclidienne. Sur une sphère, les géodésiques sont les grands cercles. Le chemin le plus court
entre un point A et un point B sur une sphère est donné par la plus petite portion du grand
cercle passant par A et B. Si A et B sont aux antipodes (comme le pôle Nord et le pôle
Sud), il existe une infinité de plus courts chemins.

Sur le cite BibMath (Réf. [1]) on trouve la définition suivante :

Une courbe C, tracée sur une surface S, s’appelle une géodésique si, quelque soient les
points M et N sur C, le plus court chemin joignant M à N tout en restant sur la surface S
est obtenu en suivant C. Pensons à la Terre. Le plus court chemin pour aller du pôle Nord
au pôle Sud est de suivre un méridien. Plus généralement, tout grand cercle (c’est-à-dire
l’intersection de la sphère avec un plan passant par le centre) définit une géodésique de la
sphère, et réciproquement toute géodésique de la sphère est un arc de grand cercle.
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Voyons maintenant sur un globe si le trajet le plus court (la distance à vol d’oiseau) est bien celui
qu’on pense :

Figure 5 – Geometricon

Reprenons ce que dit Anselme Lanturlu : « New York et Madrid sont sur le même parallèle, mais il
est bien connu que cet arc de parallèle qui les joint n’est pas le plus court chemin. Le plus court chemin
c’est le grand cercle. »

1.2 Droite dans le plan, droite sur la sphère

Dans le plan, le plus court chemin (la géodésique) entre deux points distincts est la ligne droite.
Deux points distincts définissent une et une seule droite.

Sur la sphère, le plus court chemin (la géodésique) entre deux points distincts est un arc de grand
cercle.

Définition 1. Une droite sur la sphère est un grand cercle, dont le centre est le centre de la sphère et
le rayon celui de la sphère.

Nous remarquons bien vite que nous ne pouvons pas reprendre tel que l’axiome du plan : Par deux
points distincts passe une et une seule droite.

Nous avons remarqué qu’une infinité de méridiens passent par le pôle Nord et le pôle Sud. Le pôle
Nord et le pôle Sud sont antipodaux. Tout point de la sphère possède un point antipodal.

Définition 2. Soit P un point quelconque à surface d’une sphère S de centre O et de rayon R Le point
antipodal de P est l’image de P par la symétrie de centre O sur S.

Sur la sphère, nous utiliserons l’axiome :

Deux points distincts non antipodaux déterminent une et une seule droite.

Par deux points antipodaux de la sphère passent une infinité de droites distinctes (les grands cercles).
Remarquons que la distance entre un point et son antipodal est la distance maximale sur la sphère.

Elle est égale à πR est le rayon de la sphère.
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Figure 6 – Droite sur la sphère

2 Comparaison entre le plan et la sphère

2.1 Le parallélisme

Dans le plan, prenons une droite d0 quelconque. Nous souhaitons

1. Tracer une droite d1 qui a 0 point commun avec la droite d0.

2. Tracer une droite d2 qui a exactement 1 point commun avec d0.

3. Tracer une droite d3 qui a exactement 2 points communs avec d0.

4. Tracer une droite d4 qui a au moins 2 points communs avec d0.

Transposons cette activité sur la sphère. Nous utilisons des balles de tennis et des élastiques pour
matérialiser la sphère et les droites.

Nous remarquons que deux droites distinctes de la sphère ont toujours deux points communs qui
sont antipodaux.

Il n’y a pas de droites parallèles sur la sphère.

2.2 Droites perpendiculaires

Dans le plan, prenons une droite d0 quelconque. Nous souhaitons

1. Tracer une droite d1 qui est perpendiculaire à la droite d0.

2. Tracer une droite d2 qui est perpendiculaire à la droite d0 et qui est distincte de la droite d1.

3. Que peut-on dire des perpendiculaires à une droite donnée ?

Transposons cette activité sur la sphère. Il y une infinité de droites perpendiculaires à une droite
donnée. Toutes ces droites ont en commun deux points appelés pôles de la droite.

Dans le plan, prenons deux droites sécantes quelconques d0 et d1. Nous souhaitons tracer une droite
d2 perpendiculaire à d0 et d1.
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Figure 7 – Deux droites sur la sphère ont deux points communs antipodaux

Transposons cette activité sur la sphère. Plaçons deux élastiques sur la balle de tennis pour
matérialiser deux grands cercles. Nous remarquons qu’il y a bien une droite perpendiculaire aux deux
droites, et dont les pôles sont les points communs des deux droites données. En faisant ceci, nous avons
construit un triangle avec deux angles droits.

2.3 Polygones

2.4 Polygones à 2 côtés ?

Prenons deux points distincts dans le plan. Est-il possible de tracer un "digone" qui a pour sommets
les deux points distincts ?

Sur la sphère, nous prenons deux points antipodaux par lesquels passent une infinité de droites.
Nous sommes donc capable de construire un digone avec deux arcs de cercles distincts.

2.5 Polygones réguliers

2.5.1 Triangles réguliers

Dans le plan

1. Construire un triangle "régulier"

2. Construire un triangle "régulier" pas isométrique.

3. Que peut-on dire de tous les triangles réguliers du plan.

Transposons cette activité sur la sphère.

1. Construire un triangle "régulier" sur la sphère.

2. Construire un second triangle régulier qui ne soit pas isométrique au premier.

3. Ces deux triangles sont-ils semblables ?
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2.5.2 Le cas particulier du triangle trirectangle

Figure 8 – Trois grands cercles deux à deux perpendiculaires

2.5.3 Carré, pentagone régulier, etc

A explorer.

3 La formule de Girard

Voir le document Buekenhout.
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