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Introduction

Les définitions données ici s’inspirent de 1’ceuvre de Jacques Tits entre 1954 et 1962
consacrée aux géométries d’incidence, aux immeubles et a leurs relations avec les
groupes, mais ces notions et relations ne sont pas supposées connues et ne sont pas
nécessaires pour comprendre ce qui suit.

La présentation s’efforce de demeurer aussi élémentaire que possible.

Les motivations sont a trouver dans diverses « causeries polyédriques » faites par
Raymond Dony et moi-méme.

A mon sens, il n’est pas possible actuellement de donner une définition plus simple des
polygones et polyedres sans s’exposer a des erreurs fondamentales.

Il va de soi que cet exposé n’est pas adapté a I’enseignement pour de jeunes éléves.

L.’évolution historique des définitions chez Euclide, Euler, Legendre et d’autres est un
complément passionnant que je traiterai dans un autre texte.
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Définition d’un polygone

Cette définition comporte trois notions primitives (ou premiéres) qui sont celles de
sommet, celle d’aréte et celle de relation d’incidence. Ces notions sont soumises a des
conditions ou axiomes.

(P) Un polygone est constitué par la donnée de deux ensembles non vides disjoints S et
A et d’une relation I qui est un sous-ensemble du produit S x A.

Les éléments de S sont appelés sommets.
Les éléments de A sont appelés arétes.
On dit que I est la relation d’incidence et ses éléments sont appelés chambres.

Si (s, a) est un élément de I, on dit que « s est incident & a », que « a est incident a s » et
que « s et a sont incidents ».

Ces données sont soumises aux conditions suivantes :

(A1) Tout sommet est incident & deux arétes.
(A2) Toute aréte est incidente a deux sommets.
(A3) Connexité : pour tout sommet s et toute aréte a, il existe une suite finie
S =X1,X2,..., Xp = 4a
dans laquelle tout couple d’éléments consécutifs sont incidents.

Commentaires

I. Les noms « sommet» et « aréte » importent peu. Nous en avons besoin dans
I’expression des énoncés ci-dessus. On pourrait les remplacer par « chaise » et
« table » sans affecter la structure du polygone. En d’autres termes, nous ne nous
intéressons pas a la nature des sommets et des arétes.

2. Si on affaiblit (A1) et (A2) en exigeant que tout sommet et toute aréte sont incidents
a deux éléments au plus, on ouvre la porte & des pré-polygones qui englobent les
polygones et les « chemins polygonaux » de la géométrie élémentaire.

3. Sommets et arétes jouent le méme réle. Il y a un principe de dualité. Tout polygone

(S, A, I) posséde un dual (A, S, I*) dans lequel (a, s) est un élément de I* si et
seulement si (s, a) est un élément de I.

G
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Définition

Soient (S, A, I) et (S°, A’, I’) deux polygones. Un isomorphisme du premier sur le
second est une paire de bijections de S sur S’ et de A sur A’ qui transforme toute
chambre de I en une chambre de I’. La propriété réciproque, a savoir que toute chambre
de T" est image d’une chambre de I, est automatique. Comme toujours, un
isomorphisme de (S, A, I) sur lui-méme est appelé un automorphisme.

Théorémes

1. Pour tout naturel n > 2 et pour n infini dénombrable, il existe un polygone ayant n
sommets.

2. Deux polygones sont isomorphes si et seulement s’ils ont le méme nombre de
sommets et ce nombre n est infini dénombrable ou un naturel n > 2.

3. Si (S, A, I) est un polygone dont (s, a) et (s’, a’) sont deux chambres, il existe un et
un seul automorphisme de (S, A, I) transformant (s, a) en (s’, a’). Tout polygone est
régulier.

4. Le groupe des automorphismes d’un polygone de n sommets est le groupe diédrique

d’ordre 2n.

Commentaires

1. Les démonstrations ne sont ni triviales, ni trés difficiles. Nous les réservons a
I’exposé oral.

2. Nous voyons apparaitre deux polygones peu classiques. D’une part, le digone ou
polygone a deux sommets, que nous pouvons cependant observer sur toute aréte de
tout polyedre. d’autre part, le polygone infini qui n’est autre que la droite sur les
nombres entiers.

Polveone plongé

Soit E le plan (euclidien), ’espace (euclidien) ou tout autre espace dans lequel la
définition suivante a un sens. Un polygone (S, A, I) est dit plongé dans E ou polygone
de E si S est un ensemble de points de E et si A est un ensemble de segments fermés de
E tel que toute extrémité d’une aréte soit un sommet. Le polygone est dit régulier si
chacun de ses automorphismes s’étend en automorphisme de E.

'l
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Définition d’un polyédre

Cette définition comporte quatre notions primitives (ou premieres) qui sont celles de
sommet, celle d’aréte, celle de face et celle de relation d’incidence. Ces notions sont
soumises a des conditions ou axiomes.

(P ) Un polyedre est constitué par la donnée de trois ensembles non vides disjoints S, A
et F et d’une relation I qui est un ensemble d’éléments du produit S x A x F.

Les éléments de S sont appelés sommets.

Les éléments de A sont appelés arétes.

Les éléments de F sont appelés faces.

On dit que I est la relation d’incidence. Les éléments de I sont appelés chambres.

Si x et y sont deux éléments (sommets, arétes ou faces) d’'une méme chambre, on dit
que x et y sont incidents.

On appelle mur toute paire d’éléments incidents.
Ces données sont soumises aux conditions suivantes :

(A1) Pour tout sommet s, ’ensemble des arétes et des faces incidents 4 s muni de la
relation d’incidence induite par I est un polygone.

(A2) Pour toute face f, ’ensemble des arétes et des sommets incidents a f muni de la
relation d’incidence induite par I est un polygone.

(A3) Pour toute aréte a, I’ensemble des sommets et faces incidents a a muni de la
relation induite par I est un digone.

(A4) Connexité : pour tout sommet s et toute face f, il existe une suite finie

S =X, X2,..., Xn =T

dans laquelle tout couple d’éléments consécutifs sont incidents.

Commentaires
1. Les noms « sommet », « aréte » et « face » importent peu. Nous en avons besoin
dans I’expression des énoncés ci-dessus. On pourrait les remplacer par « chaise »,

« table » et « chope » sans affecter la structure de polyedre. En d’autres termes, nous
ne nous intéressons pas a la nature des sommets, arétes et faces.

o
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2. Si on affaiblit (A1) et (A2) en exigeant que tout sommet et toute fage soient incidents
a un pré-polygone et qu’on procéde de méme en (A3), on ouvre la porte a des pré-
polyeédres qui englobent les développements de polyédres de la géométrie
¢lémentaire.

3. Sommets et faces jouent le méme role. Il y a un principe de dualité. Tout polyédre
(S, A, F, I) posséde un dual (F, A, S, I).

4. 11 est intéressant de modifier (A3) en y remplacant le mot digone par le mot
polygone. On obtient alors un principe de trialité. Les ensembles structurés ainsi
définis sont appelés « géométries minces de rang trois ».

Définitions

Soient (S, A, F, I) et (S°, A’, F°, I’) deux ployedres. Un isomorphisme du premier sur
le second est un trio de bijections de S sur S°, de A sur A’ et de F sur F’ qui transforme
toute chambre du premier en une chambre du second. La propriété réciproque, a savoir
que toute chambre du second est image d’une chambre du premier, est automatique.
Comme toujours, un isomorphisme de (S, A, F, I) sur lui-méme est appelé
automorphisme.

Un polyédre est dit régulier si pour toute chambre ¢ et toute chambre ¢’ il existe un
automorphisme transformant c en ¢’.

Théorémes

1. Tout mur est inclus a deux chambres

2. Si on décide que deux chambres sont adjacentes quand elles ont un mur commun,
I’ensemble des chambres est connexe pour la relation d’adjacence.

3. Sicetc’ sont deux chambres, il existe au plus un automorphisme transformant c en

b

Cc.

4. Dans un polyedre régulier, tout mur est fixé par un et un seul automorphisme et
celui-ci est d’ordre deux.

Commentaires

1. Les démonstrations ne sont ni triviales, ni trés difficiles. Nous les réservons a
I’exposé oral.

QL
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2. Il ne faut pas espérer une classification exhaustive des polyédres comme ce fut le cas
pour les polygones. Le monde des polyédres est sauvage. Il ne faut méme pas
espérer une classificaton exhaustive des polyédres réguliers: ce monde-la est
sauvage, lui aussi. Il est possible de définir des revétements de polyédres et de
classer les polyedres réguliers simplement connexes.

3. On pourrait exprimer la « convexité » en utilisant la formule d’Euler comme axiome.
Dans la pratique habituelle, c’est ce qu’on fait presque toujours de maniére implicite.

Polyédre plongé

Soit E le plan (euclidien), ’espace (euclidien) ou tout autre espace dans lequel la
définition suivante a un sens. Un polyedre (S, A, 1) est dit plongé dans E ou est un
polyédre de E si S est un ensemble de points de E et si A est un ensemble de segments
fermés de E tel que toute extrémité d’une aréte soit un sommet. Le polyédre est dit
régulier dans E s’il est régulier et si chacun de ses automorphismes s’étend en
automorphisme de E.

Commentaires

1. II est possible d’¢laborer une théorie des développements de polyedres donnant lieu
a un beau théoréme général.

2. Il est possible d’€viter les répétitions que nous avons faites en séparant les polygones
et les polyedres. Il y a une définition unifiée et généralisée des polytopes et des
géométries minces. Sur le plan groupal, elle se rapproche des groupes de Coxeter.

3. Nous venons de voir qu’une théorie des polyedres par la géométrie d’incidence et
sans topologie est bien développée. L’exception actuelle est le traitement de la
formule d’Euler généralisée qui demeure tributaire de la topologie, peut-étre a titre
provisoire.

4. 1l peut arriver qu’un polyedre de E soit régulier en tant que polyeédre mais qu’il ne
soit pas régulier dans E. Pensons a un parallélépipéde rectangle. Il y a d’autres
contre-exemples plus spectaculaires.
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