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IATHEMATIQUE  Introduction

EISSI(C)) ICI; A[\ERITHMES L’histoire des logarithmes nécessite des explications techniques qui peuvent paraitre

fastidieuses a ceux qui s’intéressent surtout & I’évolution de leur concept, dans ses
grandes lignes. Il en est de méme pour les citations un peu longues des savants qui
s’expriment dans un langage ancien, parfois difficilement accessiblé. Mais, pour les
mathématiciens et les professeurs, soucieux de retrouver le cheminement de la pensée
des grands hommes, ces témoignages sont plus importants que tout commentaire. C’est

dans le souci de rencontrer les souhaits des uns et des autres que ce texte est divisé en
deux parties.

rompler S. Dans la deuxiéme partie sont rejetés les calculs et les longues citations. Ces renvois
aux compléments sont signalés dans la premiére partie.

La bibliographie ne suit pas I’ordre alphabétique, mais plutét I’i 1mportance relative
des ceuvres citées ou la chronologie, suivant le cas.

o
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PREMIERE PARTIE :
Les logarithmes. Histoire de leur développement

1. Avant Neper

La mise en relation d’une suite de puissances d’un nombre avec la sujte corres-
pondante des exposants, fondement de la théorie des logarithmes, remonte 2
Iépoque paléobabylonienne (18° siécle av. J.-C.) et non, comme le prétendaient
certains historiens, & I’Arénaire d’Archiméde. La contribution babylonienne a
méme €té, par certains aspects, plus riche que celle d’Archiméde, car elle considé-
rait les puissances successives de différents nombres (voir Complément n°l —
p.21). On a retrouvé une tablette didactique, comprenant les puissances de 225
(dans nos notations), de 2 & 7 et ot il est demandé de compléter jusqu’a 10. Une
autre tablette reprend les puissances de 9. On posséde aussi des tablettes pour les
puissances de 16 et de 100. Une autre tablette répond a la question : a quelle puis-
sance faut-il €lever un certain nombre a pour obtenir un nombre donné ? Malgré le
mauvais état de la tablette, on peut clairement traduire

16" =2
167 =4
16" =8
16' =16
16 =32
16** = 64

Le point de départ de tout le probléme traité par les Babyloniens doit probable-
ment €tre trouvé dans les calculs d’intéréts. Boyer remarque qu’en dépit des grands
espaces entre 2 nombres dans leurs tables exponentielles, les Babyloniens
n’hésitaient pas A faire une interpolation linéaire pour trouver des valeurs approxi-
matives... On trouve un exemple clair de usage pratique d’interpolation avec des
tables exponentielles dans un texte-probléme qui demande combien de temps il
faut pour qu’un capital double si le taux d’intérét annuel est de 20 %. La réponse
est 3;47,13,20, soit 3 ans 47/60 13/3600 20/216000. Il semble trés clair que le

scribe a utilisé une interpolation linéaire entre les valeurs (1;12)° et (1;12)*, d’aprés

la formule d’intérét composé C(1 + r)" ol r est 20 %, c’est-a-dire 12/60.

On a trouvé aussi un texte provenant de Mari (18° siécle av. J.-C.) qui met en

correspondance la suite de puissances de 2 et celle des exposants :
« 1 grain a fait augmenter 1 grain, soit 2 grains le 1 jour,

4 grains le 2° jour,

8 grains le 3° jour, ... »
et cela continue ainsi, mais les derniéres lignes (28, 29, 30) sont fausses, peut-étre a
cause d’une mauvaise interprétation du résultat du calcul écrit en sexagésimal par
le scribe. (Imhotep)

Nous ne connaissons aucun texte entre les Babyloniens et Archiméde qui traite
des logarithmes. Archiméde, dans I’Arénaire, va développer de fagon extensive la
suite des puissances de 2 (voir Complément n°2 — pp. 21-22). Il cherche, 2 partir de
ses hypothéses, le nombre de grains de sable qui se trouveraient contenu dans une

MATHEMATIQUE

Q.
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sphére de la grandeur de notre « Univers» et trouve que c’est plus petit que
1000 unités du 7° ordre de nombres, soit pour nous 10°'. II prend pour diamétre de

Punivers 10'° stades, 1 stade étant plus petit que 10 000 largeurs de doigt. Les
nombres qu’il manipule sont gigantesques, évidemment. Comme il ne dispose pas
de symboles pour les exposants, ni de numération positionnelle, il faut tout son
génie pour pouvoir classer les nombres et calculer leurs puissances. Il y réussit et

m+n

énonce la régle a” x a" = a™", sous une forme un peu différente, que nous pour-
rions traduire ainsi, dans nos notations modernes : « Dans la suite des nombres

proportionnels 1, a', @%, @®, ..a"", o, wa, a™l a™ ... o le rang de

chaque nombre est égal & son exposant augmenté de 1, la distance du produit

m+n

a'xa"=a a a" est mesurée par (n+ 1) nombres et sa distance a I’unité par
(m+n+ 1) nombres ».

Ensuite, on ne trouve plus rien pendant des siécles et des siécles. Puis, au cours
des 13° et 14° siécles, la numération décimale de position, qui vient d’Inde par
Iintermédiaire des Arabes, se répand dans toute I’Europe. Grice 2 elle, le calcul
devient beaucoup plus aisé et un développement nouveau de I’étude des nombres
est dés lors possible.

Chuquet, en France, et Stifel, en Allemagne, ne connaissent ni I’ccuvre des Ba-
byloniens ni celle d’Archiméde. Chuquet, dans sa Triparty en la Science des
Nombres (1484) manipule les exposants, peu fixés et rarement utilisés a son épo-
que, et introduit méme les exposants fractionnaires et négatifs. Il retrouve la régle
énoncée par Archiméde qui peut s’énoncer « Dans une progression géométrique,
le produit du nombre de rang n par le nombre de rang m donne le nombre de rang
n+my. Il a tout ce qu’il faut pour introduire les logarithmes, mais il s’arréte 13,
tout en ajoutant: « En cette considération est manifestement quelque secret’qui
appartient aux nombres ». 11 traite le probléme du tonneau qui se vide chaque jour
de 1/10° de sa capacité, probléme ol ’on se demande au bout de combien de jours
il sera & moitié vide. Il constate que I’interpolation linéaire entre le 6° et le 7° jour,
admise par les mathématiciens de son temps, est fausse, mais ne voit pas bien
comment la résoudre.

Chuquet n’est pas suivi et il faut attendre Stifel (1486-1567) qui publie 4 Nu-
remberg en 1544 un traité de mathématique Arithmetica Integra. 11 n’hésite pas a
utiliser les nombres négatifs et va jusqu’a écrire les progressions arithmétiques et
géométriques :

el -4, -3, 02, -1, 0, 1, 2, ..
1732, 1/16, 1/8, 1/4, 172, 1, 2, 4, ...

Non seulement il fait correspondre (3 +5) a (8 X 32), mais aussi (-3 +-5) a
(1/4 X 1/8 = 1/32). Ch. Naux conclut : « Sa pensée de géométre ne va pas au-dela.
1l ne cherche pas a attirer 'attention du lecteur sur l'usage possible de sa remar-
que... Cet arrét n'est peut étre que la suite d’un manque d’'audace, et il se peut que
Stifel soit allé beaucoup plus loin, dans la direction de Neper, car il termine son
chapitre par ces paroles mystérieuses : on pourrait écrire, en ces circonstances, un
livre nouveau presque entiérement consacré awx merveilles de ces nombres ; mais
il faut que je me retire d’ici et que je m’en aille les yeux fermés ; cependant, je
reprendrai une des questions précédentes, afin que I'on ne puisse pas dire que je
suis entré en vain dans ce domaine, j'attaquerai de nouveau la question intouchée
parce qu’elle me semble a reprendre. » Et Ch. Naux ajoute : « A-t-il entrevu ce
livre sur les merveilles des nombres au cours d’un de ses réves exaltés de mathé-
maticiens, a-t-il réellement pensé a des relations numériques atteignant la forme
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d’une doctrine logarithmique restant & mettre au point 2 Toutes les hypothéses MATHEMATIQUE
sont permises sans que I'on puisse formuler une conclusion solide sur le fond de sa

pensée. Mais une chose demeure certaine. Son « Arithmetica Integra » était un

chef-d'@uvre pour son temps. Elle a obteny un trés grand succés auprés du monde

savant. Trés répandue, elle avait la réputation d’un trés grand classique lorsque

Neper faisait son éducation, et il se peut qu’elle ait exercé une influence, directe ou

par ricochet, sur la découverte finale des logarithmes ».

Au 17° siécle, le développement de I’astronomie, le désir de plus en plus grand
de précision, les découvertes des lois expérimentales de Kepler intensifient le be-
soin de faciliter les calculs. La multiplication et surtout la division restent des opé-
rations ardues, I’extraction de racines carrées plus difficile encore, bien évidem-
ment. On connaissait toutefois bien un moyen de remplacer une multiplication par
une addition, appelé prosthaphérése et qui revient 2 faire

cosa x cosb =1/2(cos(a + ) + cos(a — b)).

Cette relation avait été découverte par un astronome arabe Ibn-Yanus, aux envi-
rons de I’an 1000. Tycho Brahé fut le premier astronome latin a en faire usage,
mais sans la communiquer 4 d’autres. Cette régle n’est pas applicable si I'une des
lignes trigonométriques est une tangente ou un sinus verse (1 — cosa). Vers la fin
du 16° siécle, Christopher Clavius étend la méthode au cas de sécantes et de tan-
gentes ; en fait, il montre comment trouver |e produit de 2 nombres quelconques. 11
anticipe ainsi le calcul logarithmique.

2. John Napier ou Neper (1550-1617)

Il est né en Ecosse, au chiteau de Merchiston, prés d’Edimhourg. Il entre 4
PUniversité de Sint Andrews & 13 ans, maijs il n’y reste que quelques trimestres,
sans y rien faire de remarquable et son pére décide de ’envoyer sur le continent, II
en revient, trés convaincu par la qualité des savants et fiché contre les « papistes ».
De retour en Ecosse, il passe beaucoup de temps & préparer un livre qui voit le jour
en 1593, dans lequel il arrive 4 la conclusion que le Pape est I’ Antéchrist et que la
fin du Monde est prévue pour 1786. Son style est celui d’un mathématicien, avec
des propositions et des preuves. Le livre a un succeés énorme, est traduit en plu-
sieurs langues et continuera a étre vendu et lu méme aprés sa mort. On dit que Na-
pier I’a toujours considéré comme la plus importante de ses ceuvres ! )

Il hérite de la propriété familiale et se livre 4 toute une série d’activités trés va-
riées : il est, entre autres, contréleur des prix des bottes et chaussures vendues a
Edimbourg, il fait de ’expérimentation en agriculture, se préoccupe de la défense
de la Grande-Bretagne, en inventant des armes comme un miroir géant et un fusil
particuliérement efficace. Mais I’essentie] de son activité est consacré i la théolo-
gie et aux mathématiques.

A I’époque, Edimbourg regoit beaucoup d’intellectuels et Napier les fréquente.
Trés vite, sa réputation se fait et en 1592, John Craig, physicien du Roi, écrit &
Tycho Brahé pour lui annoncer la découverte prochaine d’une nouvelle méthode de
simplification des calculs. Son ceuvre mathématique comprend une théorie des
€quations, non publiée. Aucune idée originale ou nouvelle ne s’y trouve, mais il y
simplifie au maximum les symboles écrits. I| attache plus d’importance 4 son livre
Rabdologie, ouvrage essentiellement pratique destiné aux artisans et commergants.

Pour la postérité, ce sont ses 2 traités sur les logarithmes qui feront sa gloire. Il
édite [ui-méme son premier traité en 1614 : Mirifici Logarithmorum canonis des-
criptio. Le second traité, posthume, est édité par son fils en 1619 : Mirifici Loga- Gm
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rithmorum canonis constructio. En fait, le « constructio » a été écrit plusieurs an-
nées avant le « descriptio » et c’est dans le « descriptio» que sont expliqués les
principes qui ont permis la construction des tables et qui nous éclairent sur sa pen-
sée. Ses motivations sont clairement expliquées dans la préface de son traité de
1614 : « Trés illustre amateur de mathématiques, comme vien n'’est aussi pénible
que la pratique des mathématiques, parce que la logistique est d'autant plus frei-
née, retardée que les multiplications, les divisions, et les extractions de racines
carrées ou cubiques portent sur des grands nombres ; qu’elle est soumise a l'ennui
de longues opérations et beaucoup plus encore a l'incertitude des erreurs, j'ai
entrepris de rechercher par quel procédé sir et rapide on pourrait éloigner ces
obstacles. Dans ce but, j'en ai examiné soigneusement une grande quantité, les uns
aprés les autres, et enfin j'en ai trouvé plus d’un, clair et d'un emploi facile... Ala
vérité, aucun, parmi les autres, n'est plus utile que l'un deux ; par son moyen, on
rejette les nombres utilisés dans les multiplications, les divisions et les extractions
de racines lorsqu’elles sont difficiles et prolixes, et on les remplace par d'autres
nombres, que j'ai pris soin de leur adjoindre, et 'on achéve le calcul par des ad-
ditions, des soustractions, des divisions par deux et par trois seulement... Il m’a plu
de communiquer son wusage au monde des mathématiciens.» Dans son
« descriptio », les logarithmes sont définis ainsi: « Logarithmi sunt numeri qui
proportionalibus adjuncti aequales servant differentias » (Les logarithmes sont des
nombres qui correspondent & des nombres proportionnels et ont des différences
égales). Il dit aussi : « Logarithmi dici possunt numerorum proportionalium comi-
tes aequidifferentes » (Les logarithmes peuvent étre appelés compagnons équidiffé-
rents de nombres proportionnels).

Le mot logarithme est de lui et signifie « nombre de raisons », de deux racines
grecques : Jogos (raison, sous-entendu raison de progression arithmétique) et
arithmos (nombre, quantité de). Les tables qu’il construit sont des tables de loga-
rithmes de sinus. A cette époque, « sinus » n’avait pas le méme sens que mainte-
nant ; il s’agissait de la mesure d’un segment dans un cercle de rayon quelconque
et non de son rapport avec le rayon. Par souci de précision, il va choisir un rayon

de 107 . Ce qu’il appelle le «sinus total » vaut donc 10’ et non 1. Dans son
« constructio », il nous explique son travail. En voici quelques extraits :

1) « Une table logarithmique est une petite table par l'usage de laquelle nous
pouvons obtenir une connaissance de toutes les dimensions géométriques et
mouvements dans ’espace, par un calcul trés facile. Elle est tirée de nom-
bres progressant en proportion continue.

2) De progressions continues, une arithmétique est une qui procéde par inter-
valles égaux ; une géométrique, une qui avance par des intervalles inégaux
et proportionnellement croissants ou décroissants. » (pour la suite, voir
Complément n°3 — pp. 22-26).

11 va donc construire une progression géométrique de raison (1 -1/ 107), ce qui est

facile car il se contente de soustraire la 10’ © partie de ce nombre pour obtenir le
suivant.

Nombre Logarithme
10000000 0000000 0
9999999 0000000 1
9999998 0000001 2
99999900 0004950 100.
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Le travail est impeccable mais beaucoup trop long, car la différence entre deux MATHEMATIQUE
nombres est trés petite et s’amenuise & chaque opération. Il faudrait une quantité de
calculs invraisemblable pour arriver au bouit.

D’autre part, les interpolations ne peuvent se faire que linéairement ; ses loga-
rithmes sont discrets. Aussi va-t-il affiner son concept de logarithme et le rendre
continu, par la considération d’un point mobile sur un segment. Cette introduction
de la cinématique dans un probléme mathématique est totalement d’avant-garde a
son époque et vraiment géniale. Il imagine deux lignes. Sur ’une d’entre elles, dont
la longueur est celle du rayon d’un cercle (qu’il appelle sinus total), se déplace un
point avec une vitesse proportionnelle  la distance qu’il lui reste 4 parcourir. Sur la
seconde, de longueur indéfinie, se déplace un point, parti en méme temps que le
premier, avec une vitesse constante, égale a celle que le premier point avait en
commengant. La distance parcourue par le deuxiéme point 4 chaque instant est le
logarithme de la distance que le premier doit encore parcourir.

p

A P B
q

C
logarithme PB = CQ (voir Complément n°3 — pp. 22-26)

« Le logarithme d'un sinus donné est ce nombre qui a augmenté arithmétiquement
avec la méme vitesse que celle avec laquelle le rayon a commencé & diminuer Jus-
qu 'au sinus donné ». « Dot rien est le logarithme du rayon. »

Par sa définition, il peut encadrer le logarithme entre deux valeurs, I’une plus
petite et 1’autre plus grande : « D’o# aussi il suit que le logarithme de n’importe
quel sinus donné est plus grand que la différence entre le rayon et le dit sinus et
plus petit que la différence entre le rayon et la quantité qui l'excéde dans le rap-
port du rayon au sinus donné. D’ou: le premier nombre de la premiére table, qui
est 9999999 a son logarithme entre les limites 1,0000001 et 1,0000000. »

Grace a ce logarithme exprimé avec une trés grande précision, il peut continuer
la table : « Quel que soit le nombre de sinus décroissant depuis le rayon en pro-
portion géométrique, si on connait I'un des logarithmes ou ses Hmites, on peut
trouver les autres. Ceci découle nécessairement des définitions de 1'accroissement
arithmétique, de la décroissance géométrique et d’un logarithme... De telle sorte
que, si le premier logarithme correspondant au premier sinus est donné, le second
logarithme sera le double, le troisiéme le triple, et ainsi de suite ; jusqu'a ce que
les logarithmes de tous les sinus sont connus. Les logarithmes de sinus proportion-
nels different également. Ceci découle nécessairement des définitions d’un loga-
rithme et des dewx mouvements. De quatre proportionnelles géométriques, comme
le produit des extrémes est égal au produit des moyens, la somme des logarithmes
des extrémes est égale 4 la somme des logarithmes des moyens. D’ot, trois quel-
conques d'entre eux étant connus, le quatriéme devient connu, »

Napier calcule, de proche en proche, le logarithme des sinus, jusqu’au sinus
é€gal & la moitié du rayon. Il déduit les autres logarithmes de formules de trigono-
métrie et d’un procédé ingénieux.

Joost Biirgi invente les logarithmes indépendamment de Napier, mais il ne pu-
blie qu’aprés que le livre de Napier a fait le tour de I’Europe. Et, quand il publie en
1620, il ne donne pas d’explications, ce qui le rend inintelligible pour un lecteur

Q.
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ordinaire. Comme Napier, il utilise les progressions pour définir les logarithmes et
choisit 10® comme point de départ. Sa raison est (1+107).

Nombres Logarithmes
1081 +107) 10
1051 +107%)? 20
108(1+107%)? 30

Les concepts logarithmiques de Napier et de Biirgi étaient plus généraux que les
nétres en ce sens qu’en glissant une progression derriére I’autre, ils pouvaient
choisir n’importe quel nombre positif comme étant celui dont le logarithme vaut 0.
De plus, les termes des 2 séries pouvaient croitre dans le méme sens (Biirgi) ou
dans le sens opposé (Napier). La notion de base est inapplicable 4 leurs systémes.
Ni chez I’un, ni chez I’autre, le logarithme de 1 n’est égal a zéro. Par conséquent, il
n’y a pas d’isomorphisme entre ’ensemble des nombres et I’ ensemble de leurs
logarithmes : logab n’est pas égal & loga + logh .

3. Aprés Neper

En 1615, le professeur de mathématiques Henri Briggs vient voir Napier en
Ecosse et leurs discussions conduisent & la construction par Briggs d’une table de
logarithmes « améliorés » pour laquelle le logarithme de 1 est égal 4 zéro et le lo-
garithme de 10 est égal a 1. Les plus 4gés d’entre nous ont encore utilisé ces tables
jusqu’a ’avénement des calculettes.

Voici ce que Briggs écrit dans la préface de son Arithmetica Logarithma
(1624) : « ...Que ces logarithmes différent de ceux que cet homme illustre, le Baron
de Merchiston, publia dans son Canon Mirificus ne doit pas vous surprendre. Car
moi-méme, lorsque j 'ai exposé leur doctrine publiquement devant mes auditeurs de
Gresham College, je remarquai qu'il serait bien plus commode que zéro soit gardé
comme logarithme du sinus total, de méme que dans le Canon Mi¥ificus, mais que
le logarithme de sa dixiéme partie soit 10000000000. Et, concernant cette ques-
tion, j'écrivis immédiatement a l'auteur lui-méme ; et aussitét que la saison de
I'année et le loisir de mes devoirs publics me le permirent, je me rendis & Edim-
bourg, ow, recu trés hospitablement par lui, je restai un mois entier.

Mais comme nous parlions du changement des logarithmes, il dit qu'il avait été
de la méme opinion depuis quelque temps et qu'il avait souhaité 1'accomplir. Il
avait cependant publié ceux qu'il avait déja préparés en attendant d’en construire
de plus pratiques quand ces affaires et sa santé le lui permettraient. Mais il était
d'avis que le changement devrait étre fait de cette maniére que zéro soit le loga-
rithme de l'unité et 10000000000 celui du sinus total. Je ne pus qu'admettre que
¢ 'était de loin le plus commode... » (voir Complément n°4 — pp. 26-27)
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Pour faire sa table de logarithmes, Briggs a commencé par calculer les racines MATHEMATIQUE
carrées répétées depuis 10 :

x log x
10 1,0000
102 0,5000
104/ 0,2500
1078 0,1250
etc.

Apres 54 racines successives, il obtient un nombre trés légérement supérieur a 1,

dont le logarithme vaut 125, Puis, par une application répétée de la loi des loga-
rithmes, il construit une table de logarithmes de nombres trés rapprochés, la pre-
miére table de « logarithmes communs ». Cette fois, les logarithmes ont toutes les
propriétés que nous leur connaissons :

log(a x b)=loga + logh

log(a/b)=1loga—-logh

loga” =mloga

log’«’l/;= 1/ mloga

Un réajustement des logarithmes originaux de Napier est fait dans les New
Logarithms de John Speidell en 1619, ou il remplace le logarithme de Neper par un
moins ce logarithme.

Dans les pays étrangers, comme en Angleterre, le retentissement des travaux de
Neper est énorme. En Italie, Cavalieri s’en sert pour moderniser la notion de rap-
port. A son €époque, les rapports étaient toujours des rapports de grandeurs et on ne
pouvait associer un nombre & un rapport, sauf s’il était entier. Dans le cas de 7et3
par exemple, seul un quotient approché aurait pu convenir et la rigueur ne
I’admettait pas. Il a alors I’idée de définir tous les rapports égaux par la différence
de leurs logarithmes. 11 écrit : « Les logarithmes sont des nombres adjoints a des
nombres continuellement proportionnels ; ils conservent des différences égales, qui
servent de mesure aux nombres continuellement proportionnels, » A ses yeux, les
logarithmes sont des nombres abstraits, au méme titre que les fractions ou les nom-
bres irrationnels. On peut penser aussi qu’il est le premier 4 remplacer les mesures
fractionnaires des intervalles musicaux par des différences logarithmiques.

Aux Pays-Bas, A. Vlacq publie des éditions successives, de 1626 a 1633, qui
contribuent a diffuser largement les tables de logarithmes accessibles. Il compléte
aussi la table de Briggs.

En Allemagne, Kepler, enthousiaste, fait des tentatives pas trés heureuses pour
améliorer les tables existantes. Mais il nous &claire sur sa compréhension des lo-
garithmes connus : « Si on suppose entre I et 10 une échelle infinie de Moyennes
Proportionnelles, dont le nombre est 100 000, etc. in infinitum ; entre 1 et 2, il y
aura 30102 de telles proportionnelles, entre I et 3, il Y en aura 47712. Ces nom-
bres sont les logarithmes des Rapports de 1 a | 0,dela2 dela3.»llditaussi:
« Ces rapports pzuvent étre mesurés par le nombre de petits rapports (ratiunculae)
contenus dans chacun. Ce nombre est un logarithme du rapport mais les logarith-
mes ainsi formés peuvent avoir autant de formes qu'il vous plait, Si, au lieu de
100 000 proportionnelles entre I et 10 nous en prenons 230258, alors au lieu des
logarithmes communs, nous avons les logarithmes naturels. »

Chaque systéme de logarithmes différe d’un facteur constant d’un autre choisi
comme standard. G“ !
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4. Les logarithmes et les courbes

Le point de vue théorique du logarithme s’élargit beaucoup durant le 17°siécle
par la représentation graphique, en coordonnées cartésiennes et polaires, d’un
nombre variable et de son logarithme. Ainsi sont inventées les courbes logarithmi-
ques et les spirales logarithmiques. La courbe logarithmique est sans doute venue
Iesprit de beaucoup de mathématiciens. On ne sait pas avec certitude qui en a été
I’inventeur : Torricelli, Descartes ? En tous cas, elle est I’objet d’un grand intérét et
ses propriétés sont étudiées par les plus grands noms.

Huygens, dans « De la cause de la Pesanteur », appendice a son Traité de la
Lumiére, Iétudie avec soin (voir Complément n°5 — pp. 27-29). 1l pense lui avoir
donné son nom : « Dans la supposition, oit les résistances (de l'air) sont comme les
vilesses, je remarquai que, pour trouver les espaces passés en de certain temps,
lorsque les corps tombent ou montent perpendiculairement, et pour connaitre les
vitesses au bout de ce temps, il y avait une ligne courbe, que j’avais examinée
longtemps auparavant, qui était de grand usage en cette recherche. On la peut
appeler la logarithmique ou la logistique, car je ne vois pas qu’on lui ait encore
donné de nom, quoique d’autres I'aient encore considérée ci-devant. »

E D X C YN B M Z A

Figure 1 : la logarithmique de Huygens



AB =BC=CD = DE etc.
BF =2AK, GC =4AK, HD = 8AK ...
ML est moyen proportionnel entre AK et BF (M milieu de AB),
ND =2ML (N milieu de BC) ...
EX=- ﬁ = DY (sous-tangente) ; b = ordonnée de AZ, AZ = AK = 1.
n
Si nous prenons AE comme axe des x et AK comme axe des », x=log, y.

et son équation est x —x, = Y~ X

La pente de la tangente en y, est x'= .
i Inb - Inb

La sous-tangente est x — X, et poury=0 (asymptote) |x - xll = ‘%‘
n

On peut ainsi tracer la tangente en chaque point.
Huygens s’exprime autrement: « Le rapport de la sous-tangente a la distance
entre deux ordonnées dont 1'une est le double de I'autre est trouvé égal a celui de

0,4342944819... (log,e) a log,,2.»

In2 , .
x, —x, =log, 2 T d’ol, en prenant pour la sous-tangente la valeur que nous

1

[~

avons trouvée ; Inbl _ {n_g L _logge .
X—x M< In2 log,2
Inb

D’autre part, Torricelli écrit & Cavalieri, en aoiit 1647 : « Je t'envoie les mesures
d'une nouvelle figure, que j'ai appelée demi-hyperbole parce qu’elle n'a qu’une
seule asymptote ; mais peut-étre pouvait-elle s ‘appeler avec plus de raison ligne
logarithmique ou Népérienne, puisque en elle se comprennent trés bien la nature,
les propriétés et les démonstrations des logarithmes. » Suivent des théorémes qui
en justifient les utilisations. Dans une lettre du méme mois, adressée a
Michelangelo Ricci, il revient sur cette courbe : « Certe ligne que j'appelais demi-
hyperbole n’est en fait pas du tout une nouvelle invention, comme je pense que
vous l'aurez reconnu tout de suite, mais est autorisée porter le nom d’un grand
auteur, et d’une invention grandissime dans les mathématiques. Je parle de Neper
et des logarithmes de I'une et I'autre espéce, dont la naissance avec leurs
propriétés et leurs démonstrations se distinguent manifestement en cette ligne. En
somme, ces deux mouvements, un arithmétique et un géométrique qui ne furent
considérés par Neper que séparément, ont été contemplés par moi en méme temps,
et j'en ai tiré une spéculation de géométrie, out lui ne recherchait qu'une pratique
arithmétique. » La courbe a aussi été citée par J. Bernoulli. Sa rectification a été
expliquée par I’Hospital dans une lettre 4 Leibniz.

La courbe qui est la représentation en coordonnées polaires de la relation entre
une variable et son logarithme fut inventée par Descartes. Il la décrit en 1638 dans
une lettre & Mersenne. Il ne donne pas son équation et il ne la connecte pas avec les
logarithmes. 11 la décrit comme la courbe qui fait des angles égaux avec tous les
rayons tracés depuis Iorigine. Elle est la projection sur I’équateur de la Loxodro-
mie, qui coupe les méridiens selon un angle constant.

Peu aprés, cette spirale est réinventée par Torricelli. Il I’étudie dans Racconto
di alcuni problemi. « J'ai trouvé une autre sorte de spirale merveilleuse dont je
donne la définition par un mouvement et d’une autre maniére. Je négligerai la
définition du mouvement, et je donnerai I'autre par des moyennes proportion-
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IATHEMATIQUE nelles. » Mais, dans une lettre & Ricci, en mars 1646, il donne cette définition par le
mouvement : « Si une ligne droite, immobile a son extrémité, tourne avec une

HISTOIRE vitesse toujours égale, et que dans le méme temps se meut sur cette ligne un point

ES LOGARITHMES avec une telle loi que dans des temps égawx il parcourt des espaces continiment
proportionnels, il décrira une courbe qui peut s'appeler spirale géométrique. »
Figures 2 et 3. (voir Complément n°6 — pp. 29-31)

‘ompler S.

Figure 2

On part de OA, OB,
On construit OD, moyenne proportionnelle entre ces seginents.

On prend la bissectrice de OA, OD et on construit OE, moyenne proportionnelle
entre OD et OA.

Ainsi de suite,

L J
» I
»
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Figure 3

« Ce qui est admirable dans cette spirale c’est que si C est son centre et que
soit pris un arc quelconque AD, si du centre C avec un intervalle CD nous Jfaisons
l'arc de cercle BD et que nous tirons dewx tangentes BE au cercle et AE a la spi-
rale, la droite AE sera égale & la courbe AD et AO sera égale a toute la spirale
depuis A, nonobstant le fait que cette spirale avant d'arriver a C devra nécessai-
rement faire autour de lui un nombre infini de révolutions. » ’

Une troisiéme courbe plus importante encore est I’hyperbole. La quadrature de
I’espace entre I’hyperbole et son asymptote a été faite par Grégoire de Saint-
Vincent en 1647 dans son Opus geometricum. 11 ne mentionne pas les logarithmes,
son résultat est purement géométrique. Sa proposition 130 établit que, si des
parall¢les 4 une asymptote sont tracées entre I’hyperbole et son autre asymptote, de
telle maniére que les aires successives des quadrilatéres mixtilindaires ainsi formés

sont égales, alors les longueurs de ces paralléles forment une progression
géométrique.
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« Soient AB, BC asymptotes de I'hyperbole et soient posés DH El, FK, GL, CM
paralléles a l'asymptote, des segments égaux HE, IF, KG, LC. Je dis que les li-
gnes HD, IE, KF, LG sont en continuelle analogie. »

A

B D E F G C

Le travail de Saint-Vincent serait probablement resté sans grand retentissement,
si le Pére Mersenne ne I’avait attaqué dans un livre de réflexions sur des sujets
mathématiques et physiques et si, d’autre part, il n’avait lancé en défi un pro-
bléme : « Etant données trois grandeurs quelconques, rationnelles ou irrationnel-
les, et les logarithmes de deux d’'entre elles, trouver géométriguement le loga-
rithme de la troisiéme. »

Le pére Alphonse Antoine de Sarasa, ami et admirateur de Grégoire de Saint-
Vincent, résout le probléme en se servant de sa proposition 130 et lie donc pour la
premiére fois, en 1649, les logarithmes 4 I’hyperbole, « Unde haec superficies
supplere possunt locum logarithmorum datorum. » Dans sa préface, Sarasa pro-
teste vigoureusement devant « les critiques injustifiées et faites de maniére indigne
a l'euvre trés subtile du R.P. Grégoire de Saint-Vincent, géométre de grand mé-
rite, dont les travaux incomparables admirés et applaudis par ceux qui en avaient
eu connaissance risquent d’étre ainsi oubliés. » ~

Dés lors, soit on connait les logarithmes, par les données d’une table, et on me-
sure les aires, soit un calcul géométrique donne la valeur des aires et on en déduit
les logarithmes. Mais, évidemment, il y a une infinité d’hyperboles et par consé-
quent une infinité de logarithmes correspondants.

C’est Huygens qui calcule les logarithmes hyperboliques (plus souvent appelé
logarithmes naturels) en 1666, en méme temps que Gregory, & partir de xy = 1.

'Les segments HE, IF, etc. signifient les aires DHIE, EIKF, etc.



5. Les logarithmes et le calcul infinitésimal

Le calcul infinitésimal a été découvert par Leibniz et Newton suite a 1’étude des
courbes, des longueurs d’arcs, des aires, des volumes de révolution. Il en résulte
des progrés importants dans 1’étude des logarithmes et celle-ci, de son c6té, fourni-
ra des résultats décisifs pour la poursuite de 1’étude du calcul infinitésimal.

Nicolas Mercator publie Logarithmotechnia (1668). Il y écrit I’équation

1
l+a
log(1 + a). 11 écrit les valeurs numériques des premiers termes avec a = 0,1; puis
avec a= 0,21 et finalement, en se servant des résultats de Saint-Vincent et Sarasa,
il connecte ses propres résultats avec les logarithmes. Wallis sera le premier a
écrire la série de Mercator en termes généraux.

En 1667, Newton calcule des logarithmes comme aires hyperboliques. Il part de

=l-a+a’—a’+ - et intégre terme & terme. Il n’écrit pas la série

’hyperbole y=

) et calcule I'aire en dessous de I’hyperbole sur linter-
+x

valle (0, x). Il écrit ! =1-x+x* —x.., résultat obtenu par division de poly-
x

ndémes et intégre terme a terme. Il obtient ainsi :
AX)=x=-x212+x>13-x*14 ..., ce qui est le logarithme naturel de 1+ x.

Il calcule aussi la série réciproque: x=z+2z*/1x2+2°/1x2x3 + --- ol
z=log(l+x).Sion fait X=x+1,onobtient X =1+logX +log? X /2+ -

Pietro Mengoli, éleve de Cavalieri, publie en 1659 sa Geometria Speciosa,
dans laquelle il donne une théorie rigoureuse des logarithmes de Napier (voir

Complément n°7 — p. 32). En 1676, Leibniz dérive Pintégrale |dy/y et conclut
p 'y

que la courbe est logarithmique. Dés ce moment, les logarithmes vont jouer un rdle
primordial en analyse et aussi en physique, en théorie musicale et méme en biolo-
gie. Mengoli écrit en effet : « Quelle que soit la raison de la durée des tremble-
ments des tympans externe et interne, l'dme en extrait son logarithme. »

Wallis, en 1685, dans son 4lgebra, développe la théorie des logarithmes en
commengant par deux progressions : 1, 2, 4, 8, etc. et 0, 1, 2, 3, 4, etc. Il généralise

en prenant 1, r, rr, r°, r, etc. et 0, 1, 2, 3, etc. et remarque : « On appelle ces

exposants logarithmes. Ce sont des nombres artificiels qui répondent aux nombres
naturels de telle maniére que leur addition et leur soustraction répondent a la
multiplication et a la division des nombres naturels ». C’est la premiére fois, sem-
ble-t-il, que des logarithmes sont définis comme des exposants, mais 1utilisation
systématique de cette définition est longue & venir et elle est surtout due & Euler.
On trouve néanmoins le concept de courbe exponentielle et de courbe logarithmi-
que chez quelques mathématiciens, comme Leibniz et Bernoulli. On en trouve
trace, entre autres, dans leur correspondance.

J. Bernoulli adresse une lettre  Leibniz en 1694 ot il parle de la construction de

courbes exponentielles x* =y, par I’intermédiaire de la courbe ordinaire loga-
rithmique dont il dit qu’elle est elle-méme une courbe de ce type, puisque son

équation est a” = y . Bernoulli suppose tracée la courbe logarithmique et s’en sert

pour dessiner x* = y. Il choisit une valeur x,, mesure logx, sur la courbe loga-
rithmique, puis construit géométriquement x, logx, = logy,. Finalement, il trouve
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VMATHEMATIQUE Iantilogarithme y, par la méme courbe logarithmique. Il a ainsi un point sur la
courbe x* = y. La courbe est construite point par point. (Figure 4)

"HISTOIRE CIxCD
JES LOGARITHMES Ona CD=logx, ; CM=xlogx,; CM= CA ; MN =IH.
Le point H sera sur la courbe demandée.
S
y H
‘rompler S.
1 F G, (x)
V4
C A 1
0 7 (x)
)
®
x, |2 B\
M # {

Figure 4

Bernoulli utilise la propriété xlogx=1logy sans P’exprimer. Leibniz, dans sa ré-
ponse, écrit x* =y et xlogx =logy. En dérivant, il en tire (I1+logx)dx=dy/y
d’olt dy/dx=y(1+logx) = y(1+ I dx / x) et peut ainsi construire la tangente & la
~ courbe.
o



Le mot « fonction » apparait pour la premiére fois dans la correspondance entre
Leibniz et J. Bernoulli (1698). En 1718, Bernoulli le rend public « On appelle ici
Jonction d'une grandeur variable, une quantité composée de quelque maniére que
ce soit de cette grandeur variable et de constantes. »

Le mot « transcendant », lui, remonte a Leibniz qui écrit « Les transcendances
sont des quantités que I'on ne peut exprimer par le calcul commun, que I’on dési-
gne par des équations finies, mais d’un degré infini, et dans lesquelles ’inconnue
figure a l’exposant. »

6. Les logarithmes des nombres négatifs et des imaginaires

L’étude des logarithmes semble avoir atteint son sommet, 4 ce moment, mais
une nouvelle question va relancer la généralité de son concept et déboucher sur une
synthese de branches des mathématiques qui semblaient sans lien.

Au 17° et 18° siécles, les mathématiciens sont encore assez réticents devant les
nombres négatifs, presqu’autant que devant les nombres imaginaires. Leibniz les
emploie cependant parce qu’il considére qu’on peut les utiliser avec le méme
avantage et la méme sécurité que d’autres quantités inconcevables. I écrit a
Huygens en 1675: «J'ai trouvé le premier qu'on peut former des racines
composées non extractibles de tous les degrés pairs, qui contiennent des
imaginaires, et dont néanmoins la réalité peut étre rendue palpable sans
extraction : pour faire juger que la réalité de telles formules n’est pas bornée par

Uextrahibilité, dont I’exemple de la formule \/ 1+v-3 + \/ 1-J-3 qui vaut J6 est
une preuve frés considérable. » Et Huygens lui répond : « La remarque que vous
Jaites touchant les racines inextrahibles et avec des quantités imaginaires, qui
pourtant gjoutées ensemble composent une racine réelle est surprenante et tout a

Jait nouvelle. L'on n’aurait jamais cru que \ﬁ +J-3 + \/ 1-J=3 fit V6, et il ya
quelque chose de caché la-dessous qui nous est incompréhensible. » Leibniz lui-

méme d’ailleurs, en 1702, parlant des facteurs imaginaires de x* + a*, les appelle
« un recours merveilleux de I'intelligence divine, une naissance non naturelle dans
le royaume de la pensée, presque un amphibium entre 1'étre et le non-étre ».

Cependant, quelques mathématiciens utilisent sans hésitation les nombres tant
complexes que négatifs. Par exemple, Cotes développe en 1714 une formule trés
importante que nous écririons ia = log(cosa + isina) , mais il ne fait pas de consi-
dérations sur la signification ni surtout sur la valeur de ce logarithme de nombre
imaginaire. Il arrive & ce résultat en calculant de deux maniéres différentes 1’aire
décrite par un quart d’ellipse tournant autour d’un de ses axes.

Ce sont les nombres négatifs, avant les imaginaires, qui font ’objet de discus-
sions passionnées. La correspondance entre Leibniz et Bernoulli en 1712 est trés
explicite sur ce point. Leibniz soutient qu’un nombre négatif ne peut avoir de lo-
garithme et Bernoulli soutient le contraire. Chacun a ses arguments et aucun des
deux ne convainc 'autre (voir Complément n°8 ~ pp. 32-33). Il faudra attendre
Euler pour dénouer la controverse.
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7. L’ceuvre d’Euler (voir Complément n°9 — pp. 33-37)

Trente ans plus tard, Euler met au point la question des logarithmes, élargit leur
concept, en le généralisant aux nombres négatifs et complexes. Il reprend le point
de vue de Bernoulli, mais en évite les contradictions. Au chapitre XXI, §515 de son
Introduction a l'analyse infinitésimale, nous lisons : « Il se présente ici une ques-
tion a éclaircir, c’est de savoir si la logarithmique entiére se trouve décrite de
cette maniére (par les nombres positifs) ; et si la courbe, outre cette branche n'a
pas encore d'autres parties. Car nous avons vu auparavant qu'il y avait toujours
deux branches qui convergeaient vers la méme asymptote. Aussi quelques auteurs
ont-ils avancé que la logarithmique était composée de deux parties semblables
situées de chaque coté de I'axe de maniére que I'asymptote était en méme temps un

diamétre. Mais I'équation y = ae”® ne fait nullement connaitre cette propriété ;
car toutes les fois que x/b est un nombre entier, ou une fraction dont le dénomina-
teur est un nombre impair, y a une valeur réelle et en méme temps positive, mais si
x/b a un dénominateur pair, alors I'appliquée y aura 2 valeurs, I'une positive et
I'autre négative ; ce qui donnera un point de la courbe situé de I'autre c6té de
['asymptote.

1l 5 ensuit que la logarithmique aura en dessous de l'asymptote une infinité de
points séparés les uns des autres, qui ne constituent plus une courbe continue,
quoique par leur rapprochement infiniment grand ils en offrent | ‘apparence ; ce
qui est un paradoxe, qui n'a point lieu dans les courbes algébriques ; mais il s'en
présente un autre ici, qui est beaucoup plus surprenant. Les logarithmes (Euler
note les logarithmes 1) des nombres négatifs sont imaginaires, on aura donc pour
L. - n un nombre imaginaire que je suppose = i, mais le logarithme d'un carré est

le double de celui de sa racine ; donc 1-(-n*)y=1-n*=2i ; d'ailleurs 1-n* est
aussi une quantité réelle = 2l.n . 1l s 'ensuivrait donc que la quantité réelle l.n et

I'imaginaire i seraient la moitié de la méme quantité réelle I-n*. Il Jaudrait donc
en conclure que tout nombre aurait 2 sortes de moitiés, I'une réelle et 'autre ima-
ginaire ; qu'il aurait de méme 3 tiers, 4 quarts tous différents, et ainsi de suite ; de
maniére cependant qu'une seule de ces parties serait réelle. On ne voit pas trop
clairement comment il est possible de concilier cette .assertion avec la coutume
qu’on a de se former des quantités. »

§516 ... « Pour éclaircir ces propositions, qui ne paraissent nullement admissi-
bles, et lever toute espéce de doute, il faut établir un autre paradoxe ; a savoir que
tout nombre a une infinité de logarithmes, parmi lesquels il n'y en a qu'UN qui soit
réel. Ainsi quoique le logarithme de I'unité soit zéro, elle en a cependant une in-
—liJ——3) al (—I:i:sf——l)

2 7 2
et d’autres sans nombre que fait connaitre I'extraction des racines. Cette opinion
est beaucoup plus vraisemblable que la précédente ; car en supposant x = l.a, on

Jinité d’autres qui sont imaginaires, a savoir 21.(-1), 31(

aura a=e" et par conséquent a=1+x+x*/2! +x*/3! ... et comme cette
équation a un nombre infini de dimensions, il n'est pas étonnant que x ait de méme
un nombre infini de racines. »

Euler estime donc que chaque nombre a une infinité de logarithmes. Parmi
ceux-ci, un seul est réel dans le cas des nombres réels positifs et aucun dans le cas
des nombres réels négatifs et des nombres imaginaires. Ces logarithmes sont liés



aux rapports trigonométriques par la relation /-(cosz +isinz) =iz (z est donné

mod 27) ou eV = cosz++/~Lsinz.

(Le nombre e a été ainsi nommé par Euler. C’est lui aussi qui définit les sinus
comme rapports et non plus comme des segments)
Euler donne le développement en fraction continue de e. Il I’écrit sous la forme
e—1 1
2y _‘]_*
6+

10+ L

14...
Il affirme que les quotients vont augmenter de 4 chaque fois, et que la fraction
continue indéfiniment. D’ou il déduit que e n’est pas une fraction rationnelle.
C’est en 1874 que Hermite prouvera que e n’est pas un nombre algébrique.

On peut considérer que la vision du logarithme comme un exposant date
d’Euler. « Le logarithme d'un nombre proposé = y n'est autre chose que
I’exposant de la puissance de e qui est égale au nombre y. » Mais pendant tout le
18° siécle, la conception logarithmique de Neper reste plus courante. L’ceuvre
d’Euler ne fait pas I’unanimité a son époque et il faut du temps avant que Ja fonc-
tion logarithmique n’atteigne sa définition actuelle.

Une étape importante est franchie, aprés la représentation des nombres com-
plexes dans le plan de Gauss, par I’introduction des surfaces de Riemann. Un des
buts de ces surfaces était la visualisation des différentes valeurs des fonctions de
variables complexes. Imaginons 2 plans, [’un représentant les nombres com-
plexes z, ’autre les valeurs complexes de w, qui est une fonction a n ou a une in-
finité de valeurs de z. A chaque point du premier plan correspondent » points du
deuxieme. Le schéma de Riemann crée une représentation qui évite la multiplicité
des valeurs de cette fonction et permet de la traiter comme une fonction uniforme.
Pour cela, il suppose le deuxiéme plan formé de n feuillets, qui représentent en-
semble les valeurs de w. A chaque point d’un feuillet correspond seulement une
valeur de w. Si, pour certaines valeurs de z, plusieurs valeurs de w sont égales, les
feuillets sont « soudés » aux points correspondant 4 ces valeurs, formant un point
de diramation (« branch-point »). Pour opérer le passage continu d’une valeur de w
a une autre, des coupures sont faites, qui sont des lignes tracées entre 2 points de
diramation ou d’un point de diramation vers 1’infini. Les coupures empéchent le
passage 4 travers elles d’un c6té du feuillet au coté opposé d’un autre feuillet. En
appliquant ce schéma i la fonction w=1logz, on voit qu’au plan de z correspond
une surface représentant w, constituée d’une infinité de feuillets soudés a 0 et a
I’infini, avec une coupure tracée de 0 a I’infini.

La fonction logarithmique Ln z d’un nombre complexe z, est une fonction & un
nombre infini de valeurs, définie pour toutes les valeurs de z#0,

Lnz=Inz+2krni, k=0, 1, ... avec Inz= ln|z|+iargz ol arg z est la valeur
principale de I’argument du nombre complexe z, - <argz <=, In z est appelé
valeur principale du logarithme de z. Lorsque le nombre z est un réel positif, la

valeur principale de son logarithme ln[z[ + 0 est réelle, tous les autres logarithmes
Injz| + 2kin , étant complexes. Lorsque le nombre z est réel négatif, la valeur prin-

cipale de son logarithme Injz|+in est complexe de méme que tous ses autres lo-

garithmes. Lorsque le nombre z est complexe, tous ces logarithmes sont évidem-
ment complexes.
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MATHEMATIQUE Nous voici arrivée au terme (actuel) de cette tentative d’histoire des logarith-

mes. Nous avons pu constater différentes maniéres de les appréhender :
L'HISTOIRE * correspondance entre une progression géométrique et une progression arith-
DES LOGARITHMES métique ; .

* exposant de la puissance d’un nombre pris comme base ;
* primitive de 1/x.

L’histoire ne s’est pas déroulée linéairement. Des ébauches ont avorté, par
manque de connaissances, de technique ou de symbolisme dans lés autres branches
des mathématiques, parce que 1’époque n’était pas « miire » ou pour d’autres rai-

Trompler S. sons qui nous échappent. Les différentes visions se sont cheval"xchées, éclairées,
enrichies I’une I’autre. L’enseignement en spirale ne date pas d’aujourd’hui...

QL



DEUXIEME PARTIE : Compléments

1. La période mésopotamienne

Rappelons briévement le syst¢tme numérique babylonien pour pouvoir en ap-
précier les textes mathématiques : il est sexagésimal et positionnel. Deux signes
suffisent pour écrire les 59 nombres possibles entre deux puissances de 60, le signe

. . . .., SR . ..
vy pour 1 et le signe < pour 10. Ainsi 43 s’écrit 'YYY-<' Ce systéme positionnel a

2 caractéristiques. Il est relatif, c’est-a-dire que les puissances de 60 se suivent de
la droite vers la gauche, mais que rien n’indique laquelle est représentée comme
point de départ. D’autre part, il n’y a pas de zéro. Parfois le scribe de I’époque
paléobabylonienne laisse un vide lorsqu’il manque un rang. Ceci se passe en posi-
tion médiane et non finale.

Reprenons la conclusion de Thureau-Dangin : « Le systéme sexagésimal sumé-
rien est né du croisement de 2 nombres, dont I'un (10) est la base de la numération
la plus généralement utilisée et l'autre (6) offre I'avantage d’étre divisible a la fois
par 2 et par 3. C'est un systéme hybride et c’est cela sa faiblesse. Mais s’il a été
viable, c’est précisément parce qu'il n’était pas homogéne et respectait la base
imposée de temps immémorial par les dix doigts. »

Les tables appelées exponentielles, de méme que les tables dites logarithmiques
attestent, dit Neugebauer « une connaissance des lois des opérations sur les expo-
sants. En comparaison avec notre concept de logarithme, le seul élément man-
quant est la sélection d’une base commune et la tabulation pour des intervalles
constants, qui seraient nécessaires pour des calculs pratiques en général. Il est
donc clair que les mathématiques babyloniennes ont été trés prés d’une importante
découverte mais qu'elles n’ont pas réussi a franchir le pas final, essentiel. »

2. Archiméde : L’Arénaire

Archiméde part de I’idée suivante : « Supposons une quantité de sable, pas plus
grande qu'une graine de pavot et supposons qu'elle ne contienne pas plus de
10 000 grains. Supposons ensuite que le diamétre de la graine ne soit pas plus
petit que 1/40 de la largeur d’un doigt. Je fais ces hypothéses a la suite des obser-
vations que voici : des graines de pavot ayant été posées sur une régle polie sui-
vant une ligne droite de maniére qu'elles se touchaient l'une I’autre, vingt-cing
graines ont occupé un espace supérieur a la longueur d’un doigt. Supposant donc
le diamétre de la graine plus petit, je lui préte environ un quarantiéme de doigt et
pas moins, désirant la aussi mettre la démonstration de la proposition a l'abri de
toute contestation. »

Mais, pour ce faire, il a besoin de manipuler de trés grands nombres. Il classe
les nombres en périodes : « Il se trouve que la tradition nous a transmis les noms
des nombres jusqu'a dix mille, (une myriade) et nous distinguons suffisamment les
nombres dépassant les dix mille en énumérant le nombre des myrindes jusqu'a la
myriade de myriades. Nous appellerons donc premiers nombres ceux qui, d’'aprés
la nomenclature actuelle, vont jusqu'a la myriade de myriades ; nous appellerons
unité de nombres seconds la myriade de myriades de premiers nombres, et nous
compterons dans les nombres seconds des unités et, a partir des unités, des dizai-
nes, des centaines, des milliers et des myriades des nombres seconds, et nous
compterons dans les nombres troisiémes des unités, des dizaines, des centaines,
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des milliers et des myriades jusqu’a la myriade de myriades... et en progressant
ainsi les nombres auront leur dénomination jusqu’a la myriade de myriades des
nombres cent millioniémes. » 1l appelle ces nombres, nombres de la premiére pé-
riode et recommence une deuxieme période, en prenant comme unité le dernier
nombre de la premiére période. Il peut ainsi continuer autant qu’il le veut.

A partir de ses hypotheses, il cherche le nombre de grains de sable qui se trou-
verait contenu dans une sphére de la grandeur de notre univers et trouve que c’est

plus petit que 1 000 unités du 7° ordre de nombres 10°. Il prend pour diamétre de

'univers 10" stades, 1 stade étant plus petit que 10 000 largeurs de doigt. Pour
obtenir ce résultat « I est utile de connaitre aussi ce qui suit. Si des nombres sont
en proportion a partir de l'unité et que certains de ceux qui sont dans la méme
proportion sont multipliés entre eux, le produit sera dans la méme proportion éloi-
gné du plus grand des deux facteurs d’autant de nombres dont le plus petit facteur
est éloigné, en proportion, de I'unité et il sera éloigné de I'unité de la somme
moins un des nombres dont les facteurs sont éloignés de I'unité. » 11 énonce donc
ici un résultat primordial pour la théorie des logarithmes.

3. John Napier (Neper)

1) «Une table logarithmique est une petite table par I’'usage de laquelle nous
pouvons obtenir une connaissance de toutes les dimensions géométriques et
mouvements dans I’espace, par un calcul trés facile. Elle est tirée de nombres
progressant en proportion continue.

2) De progressions continues, une arithmétique est une qui procéde par interval-
les égaux ; une géométrique, une qui avance par des intervalles inégaux et
proportionnellement croissants ou décroissants.

3) Dans ces progressions, nous demandons la précision et la facilité dans le tra-
vail. La précision est obtenue en prenant pour base de grands nombres ; mais
de grands nombres sont obtenus trés facilement & partir de petits en ajoutant
des zéros.

4) En calculant les tables, ces grands nombres peuvent étre rendus encore plus
grands, ce, en ajoutant des zéros. -

5) Dans les nombres distingués ainsi par un point?, tout ce qui est écrit aprés le
point est une fraction dont le dénominateur est I’unité, suivie d’autant de zéros
qu’il y a de chiffres aprés le point.

6) Lorsque les tables sont calculées, les fractions qui suivent le point peuvent étre
rejetées sans erreur sensible. Car, dans nos grands nombres, une erreur qui
n’excéde pas I’unité est comme s’il n’y en avait pas.

7) Enplus de cela, il y a une autre régle pour la précision ; c’est-a-dire quand une
quantité inconnue ou incommensurable est incluse entre des limites numéri-
ques ne différant pas par beaucoup d’unités,

26) Le logarithme d’un sinus donné est ce nombre qui a augmenté arithmétique-
ment avec la méme vitesse que celle avec laquelle le rayon a commencé 4
diminuer jusqu’au sinus donné.

2 . e .k i
le point décimal des Anglais joue Ie role de notre virgule.



Soit la ligne droite TS le rayon, et dS un sinus donné sur la méme ligne ; soitg
qui se meut géométriquement de T4 d en un certain temps. Soit b une autre ligne
droite, infinie vers i, le long de laquelle, de b se meut a arithmétiquement avec la
méme vitesse que celle que g avait au début quand il était 3 T'; et du point b dans
la direction de / faisons avancer a en un temps égal a celui de g entre T et d. Le
nombre mesurant la ligne bc est appelé le logarithme du sinus choisi 4.

T d S
g

b ' c i
a a

27) D’ou rien est le logarithme du rayon.

28) D’ou aussi il suit que le logarithme de n’importe quel sinus donné est plus
grand que la différence entre le rayon et le dit sinus et plus petit que la diffé-
rence entre le rayon et la quantité qui I’excéde dans le rapport du rayon au si-
nus donné,

Ainsi la figure précédente étant répétée, et TS étant prolongé au-dela de T
vers o, de telle maniére que oS soit a T:S comme T3S est & dS, je dis que bc, le loga-
rithme du sinus 45, est plus grand que Fd et plus petit que oT. Car, dans le méme
temps que g est porté de o en d, parce que oT est 4 oS comme Td est a TS, dans le
méme temps (par la définition du logarithme) a est porté de b en ¢ ; de sorte que
oT, Td, et bc sont des distances parcourues dans des temps égaux. Mais, comme g
lorsqu’il se meut entre T et o est plus rapide que a en T et entre T et d plus lent,
mais a ¢ également rapide que a; il s’ensuit que o7 la distance parcourue par g qui
va vite est plus grande, et TD la distance parcourue par g plus lentement, plus petite
que bc la distance parcourue par le point a avec la vitesse intermédiaire, dans
exactement le méme temps; le dernier est donc, par conséquent, une certaine
moyenne entre les deux précédents. C’est pourquoi o7 est appelé la limite supé-
rieure et 7d la limite inférieure du logarithme que bc représente.

o T d S

g g g

b c

a

Ce qui précéde prouve que le sinus donné étant soustrait du rayon, il reste la limite
inférieure, et le rayon étant multiplié par la limite inférieure et le produit divisé par
le sinus, il reste la limite supérieure. »
TS - dS < logarithme dS < (TS - dS) X TS/dS

« D’ou, le premier nombre de la premiére table, qui est 9 999 999 a son loga-
rithme entre les limites 1,000 000 0 et 1,000 000 1. Les limites différant de maniére
insensible, elles, ou n'importe quel nombre entre elles, peuvent étre prises comme
le vrai logarithme. »
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Il est facile de vérifier cette affirmation de Napier :

107 =9 999 999 < log9 999 999 < (107 ~9 999 999) x 10 / 999 999 999
1,000 000 0 < Iog9 999 999 < 1,000 000 1

« Quel que soit le nombre de sinus décroissant depuis le rayon en proportion
géométrique, si on connait I'un des logarithmes ou ses limites, on peut trouver les
autres. Ceci découle nécessairement des définitions de ’accroissement arithméti-
que, de la décroissance géométrique et d'un logarithme... De telle sorte que, si le
premier logarithme correspondant au premier sinus est donné, le second loga-
rithme sera le double, le troisiéme le triple, et ainsi de suite ; jusqu’a ce que les
logarithmes de tous les sinus sont connus. Les logarithmes de sinus Dproportionnels
différent également. Ceci découle nécessairement des définitions d'un logarithme
et des deux mouvements. Aussi, il y a le méme rapport d’égalité entre les différen-
ces des limites respectives des logarithmes, c'est-a-dire les différences des limites
inférieures entre elles et les différences des limites supérieures entre elles. De
quatre proportionnelles géométriques, comme le produit des extrémes est égal au
produit des moyens, la somme des logarithmes des extrémes est égale & la somme
des logarithmes des moyens. D’ol, trois quelconques d'entre eixx étant connus, le
quatriéme devient connu. »

Neper calcule ainsi une premiére table des 100 logarithmes de 107 a
9 999 900,000 495 0. Comme le calcul, par ce procédé, serait beaucoup trop long,
Neper entame ensuite une deuxiéme table, dans laquelle la raison est 100/ 107, soit

1/10° et calcule 50 logarithmes. Le premier nombre est 9 999 900, trés proche du
dernier nombre de la table précédente. 11 calcule son logarithme par interpolation a
partir de la double inégalité trouvée précédemment, aprés une transformation in-
génieuse :

Soit loga connu et & trés proche de a et plus petit. On peut écrire
logb = loga + (logh —loga) . 11 suffit donc de connaitre la différence des loga-
rithmes pour connaitre logb .

Soit c=bx10"/aouc/b=10"/a
10" ¢ <loge <107(10" = ¢) / ¢, ’
or log(c/b)=1log(10? / a),
logc - logh=1log10” —loga =0 - loga
et logc=logh—loga,d ol
10 -5 x 107 /'a<logh—loga <107(10" b x 10" / @) / (b x 107 / )
10'(a~b)/a<logh—loga<10"(a~b)/b
et 4950/9 999 900,000 495 0 < log 9 999 900-100 <4 950/9 999 900

log 9 999 900 = 100,000 5
Le dernier nombre de cette table (9 995 001,224 8) est proche de 9 995 000, soit
10°(1-1/ 2000). II refait une interpolation pour trouver log 9 995 000, mais le
procéde déja utilisé est, cette fois, trop peu précis car la différence est plus grande ;
il utilise la méthode de transfert qui consiste 4 remplacer le nombre & chercher par
un autre x, trés peu différent de 107, de telle maniére que

107 / x = 9995 001,224 8/9 995 000. II applique a x la double inégalité, puis
trouve le logarithme demandé.



Les deux tables déja obtenues lui permettent de faire la troisi¢me, qui consiste
en un tableau de 69 colonnes et 20 lignes. La premiére colonne commence ap-

proximativement au point ol la deuxi¢me table finit et puisque (1—~1/2000)* est

trés proche de 1-1/100, la derniére entrée de chaque colonne est approximative-
ment la deuxieéme entrée de la colonne suivante.

C,, =107(1-1/2000)""'(1-1/100)""pour 1< m<2l et 1<n<69.

.

Le dernier nombre de la derniére colonne est 107(1-1/2000)*(1-1/100)®®, a

peu prés 107 /2 (cela fait 1600 calculs au lieu de 7 000 000, pour arriver au méme
résultat 1). « Dans la table, a c6té des nombres naturels seront écrits les logarith-
mes ; de sorte que la troisiéme table, que dans la suite nous appellerons table ra-
dicale, peut étre complétée et parfaite. La table radicale étant maintenant compleé-
tée, nous prenons les nombres pour la table logarithmique uniquement de la. Car,
de méme que les deux premiéres tables servaient & la formation de la troisiéme, de
méme la table radicale sert a la construction de la table logarithmique principale,
avec une grande facilité et aucune erreur sensible. »

51) Tous les sinus dans la proportion de deux & un ont 693 146 922 comme diffé-
rence entre leurs logarithmes.

52) Tous les sinus dans la proportion de dix & un ont 2 302 584 234 comme diffé-
rence entre leurs logarithmes.

55) Comme le demi-rayon est au sinus d’un demi-arc donné, le sinus du complé-
ment du demi-arc est au sinus de I’arc complet.

56) Le double du logarithme d’un arc de 45 degrés est le logarithme de la moitié
du rayon.

57) La somme des logarithmes de la moitié du rayon et de n’importe quel arc est
égale a la somme des logarithmes de la moitié de 1’arc et du complément du
demi arc. D’ou le logarithme du demi arc peut étre trouvé si les logarithmes
des trois autres sont connus.

59) Latable des logarithmes est formée.

11 lui reste 4 calculer le logarithme des nombres plus petits que 107 /2. Voici sa
méthode en langage actuel.
7

Soit a, avec 0<a< % . En multipliant @ par 4 =2"10", on peut toujours se

7
ramener a Aa > L donc 4 un nombre dont le logarithme est connu.

Commengons par A4 =2" et prenons un nombre a, avec m tel que

7
% <2"a <107. 2™a est donc dans la table radicale.

Appelons I(4) = -log Aa + log a. I(a) ne dépend pas de a.
On peut écrire . loga = log(2"a) - log(2"a) + loga
=log(2"a) + I(2™).

Donc, si nous connaissons /(2"), nous pouvons calculer log a.
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7
Soit d’abord m = 1. Remarquons que 10'a = %’—(Za) ,d’ou

107
O+loga= log(T) +log2a
= 693 146 922 + log 2a

et J(2) = 693 146 932. A partir de 13, on peut trouver J (2") par induction.
Prenons maintenant 4 = 10. Remarquons que ;

2’al0’ = ix 107 x 10a = (ix 107) x 10a
10 10

et % x 107 est dans la table, d’ou log(2’a)+0 = 10g(1_86 x 107) log10a.
Mais, log(2’a) = loga —loga + log(2*a) = loga — 1(2%).

Donc loga - I(2%) = lOg(% x 107) + log10a

et loga —logl0a = log(—l% x 107) + 1(2%),

d’ou /(10) = 23 024 814. Par induction, on trouve I(10™).
4. L’appendice au « Constructio » de Napier

On y lit: « Parmi les différentes améliorations des logarithmes, la plus impor-
tante est celle qui adopte zéro comme logarithme de !'unité et 10 000 000 comme
le logarithme de, soit un dixiéme de I'unité, soit dix fois I'unité. Alors, ceux-1a étant
JSixés, les logarithmes de tous les autres nombres s 'ensuivent nécessairement.

.. Soient deux sinus et leurs logarithmes. Si autant de nombres égaux au plus
petit sont multipliés I'un par l'autre qu'il y a d'unités dans le logarithme du plus
grand ; et d'autre part qu'autant de nombres égaux soient multipliés entre eux
qu'il y a d'unités dans le logarithme du plus petit; deux nombres égaux seront
obtenus, et le logarithme du sinus ainsi obtenu sera le produit des deux logarith-
mes. ’

Si un premier sinus divise un troisiéme autant de fois successivement qu’il y a
d'unités dans A ; et si un second sinus divise ce méme troisiéme autant de Jfois suc-
cessivement qu'il y a d'unités dans B ; aussi si le premier divise un quatriéme au-
tant de fois successivement qu'il y a d’unités dans C ; et si le méme deuxiéme di-
vise le méme quatriéme autant de fois successivement qu'il y a d'unités dans D : je
dis que le rapport de A & B est le méme que le rapport de C a D, et que celui du
logarithme du second au logarithme du premier.

Dot il suit que le logarithme de n’importe quel nombre donné est le nombre de
places ou de chiffres qui sont contenus dans le résultat obtenu en élevant le dit
nombre a la 10 000 000 iéme puissance. Aussi si I’exposant de la puissance est le
logarithme de dix, le nombre de places moins une, dans la puissance ou multiple,
sera le logarithme de la racine. » _

Et il commente cette derniére phrase, assez obscure, avec un exemple :

« Supposons qu'il soit demandé quel nombre est le logarithme de 2. Je réponds,
le nombre obtenu en multipliant 10 000 000 000 Jois le nombre dewr. Mais, direz-
vous, le nombre obtenu en multipliant 10 000 000 000 Jois le nombre 2 est impos-
sible a calculer. Je réponds, cependant son nombre de chiffres, que je cherche, est
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calculable. Pour cela avec 2 comme racine, et 10 000 000 000 comme exposant, MATHEMATIQUE
cherchez le nombre de chiffres dans le multiple, et non le multiple lui-méme ; et

par notre régle vous trouverez que 301029995 etc., est le nombre de chiffres cher-

ché et le logarithme du nombre 2 ; »

5. Le logarithme de Huygens

Dans son Discours de la cause de la pesanteur, Huygens étudie le mouvement
d’un corps sous I’effet de la pesanteur, avec résistance de I’air : (Figure 1b)

K Q A

v

B(x.y),

) c L M

Figure 1b

«J'appelle vitesse terminale la vitesse qu'il faudrait & I'air a souffler de bas en
haut, pour tenir le corps suspendu sans pouvoir descendre : car alors la Jorce de
I'air contre ce corps égale la pesanteur. »...

« Si donc un corps pesant est jeté perpendiculairement en haut, avec une vitesse
dont la raison a la vitesse terminale soit comme par exemple de la partie AK & KD
dans l'ordonnée AD, perpendiculairement & | ‘asymptote DE ; soit menée KB pa-
ralléle a cette asymptote, et qu'au point B la courbe soit touchée par la droite BO,
qui rencontre DE en O, et DA en Q. Laquelle tangente se trouve en prenant FO,
depuis l'ordonnée BF égale a une certaine longueur, qui pour toutes les tangentes
est la méme et que je définirai par la suite. Puis, soit AC paralléle a cette tangente,
coupant KB prolongée en P ; et du point C ol elle rencontre la courbe, soit tirée Gm
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CLM paralléle a AD, et coupant KB prolongée et AM paralléle & I'asymptote aux
points L et M.

Maintenant, le temps que le corps met a monter & la hauteur ot il peut arriver,
est au temps de la descente de cette méme hauteur comme la ligne KB & BL.

Et le temps qu’il emploie a monter a travers I'air, étant jeté comme il a été dit,
est au temps qu'il emploierait sans rencontrer de résistance, comme KB & KP.
(voir *, ci-dessous)

Et la hauteur a laquelle il montera dans I'air, a celle oit il monterait sans
résistance, comme l'espace ABK au triangle APK ou comme QA & AX, que je

. Suppose étre la moitié d'une troisiéme proportionnelle aux lignes DK, KA.

(voir **, ci-dessous)

Et la vitesse, en commengant de monter, & celle qu'il a en retombant a terre,
comme ML a LC.

La construction de la ligne du jet que Newton donne dans la proposition 4 du
deuxiéme livre, quoique tout autre que la mienne et plus difficile, produit pourtant
la méme courbe, comme cela se peut prouver par démonstration. »

Huygens ne donne aucune justification 4 ses affirmations. Rien ne nous permet
de savoir comment il y est arrivé. Mais nous pouvons retrouver ses résultats par les
équations différentielles.

. AK
Soit —=r.
KD

Vi . Y] . .
r =—- ol v, est la vitesse initiale et v, la vitesse terminale.
vl

La résistance de I’air est proportionnelle & la vitesse =kv, kv, = mg.

Si AD = 1, I’équation de la logarithmique est y =g* et g™ = -11— .
+r

* « Le temps qu’il emploie a monter a travers I’air est au temps qu’il emploie sans
rencontrer de résistance comme KB est 3 KP ».

Appelons ¢, le temps avec résistance, ¢, le temps sans résistance.

La loi du mouvement avec résistance est

mg + kv = Ce™tm,
(1-4")
kg
En remplagant C par sa valeur, on trouve
~kt/m
LA e
v = ( po D).

La loi du mouvement sans résistance est

La vitesse initiale = mg

(1-g")mg _
kg™

V = —gt + vitesse initiale = —gr +
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t, ett, correspondenta v=0: MATHEMATIQUE
= -mlng™
k
, 2 d=ghm
s kqxl

La tangente a la courbe en B 2 comme pente y'(x;) = g™ Ing.

L’équation de la paralléle par Aest y~1=¢g" Ing.x

Elle coupe KBen P :
y=q"
Xy _1
x =
g".lng
d’on L’—=£B-
t, KpP

** De méme, nous pouvons vérifier les autres affirmations. Par exemple, celle qui
concerne la hauteur atteinte en partant de la vitesse et en I’intégrant par rapport au
temps. Le résultat est bien conforme a celui de Huygens.

6. La spirale géométrique

Les résultats de Torricelli peuvent se retrouver a partir de 1’équation polaire de
la spirale, avec son centre C comme pdle et C4 comme axe. Soit C4 = r, et
g = C4, / CA, rapport du rayon vecteur C4, au rayon vecteur C4, lors de la rota-
tion de la demi-droite C4 autour de C d’un angle 2x

r=r1,.9""" d’on

Inr =Inrp+alng/2n

Inr/ry=alng/2n

r=re* :
k=Inq/2x.

Torricelli nous dit que I’arc AD = AE et la spirale entiére de 4 4 C=AH. Pour le
démontrer, nous allons faire intervenir I’angle entre la tangente et le rayon vecteur
et découvrir ainsi une autre propriété de la spirale : cet angle est constant. La pente
de la tangente se trouve plus facilement en passant aux coordonnées cartésiennes.

x=rcosa;y=rsina
dx /da=cosa.dr !/ da—rsina;dy / da=sina.dr / da +rcosa
dy _ksina+cosa _ktana+1
dx  kcosa—sina k-—tana

= tan(b + a)

avec k = cotan b.

L’angle entre la tangente et le rayon vecteur est donc b, quelle que soit la position
du point.

o
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AATHEMATIQUE e Longueur de Iarc de spirale AD :

ar
2 _ 2 2 2
“HISTOIRE ds"=((7)" +r')da,

JES LOGARITHMES

AD = f Jrozkzez"” + rozez'“' da
0

=rpVk? +1 Ie""da
0

Eral

=r Calg)
‘rompler S. k
Jeot?’b+1, 4,
=rp (e - 1)
cotd
- 'b ekn _ 1)
cosh
_ _ka
Or AE = BA =r0(1 e")
cosb cosd
donc s = AE.

e Longueur de la spirale entiére :
2

AC =lim,_, rycscd Ie""da =lim
0

n—w

) 2mnk
-1
osb (e )l

Ing

mais k = —* <0, donc lim,_,_e*™* =0,
2n
U
AC = = AH.
cosb

e Aire du secteur de spirale ADC :

Aire ADC = » I’b 2e%agdg = i’b 2l82ka _ ll'
27 4k
: 1 1 .
Aire ADC = E(’bz -r’)= Z('b2 —r?)tanb.

e Aire de la spirale :
2nzn 1
te = o [ 22y L2
Aire 5 er e““da 47;, tanb
= demi-aire du triangle C4H
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7. Mengoli

En langage moderne, voici sa théorie :
Soit un nombre n, plus grand que 1. Considérons les deux suites :
1+1/2+...1/n-1, 172+1/3+...1/2n-1, 1/3+1/4+...1/3n-1, ...
12+1/3+..41/n, 1/3+1/4+..+1/2n, 1/4+1/5+...+1/3n, ...
La premiére suite est décroissante ; i
car si du p-iéme terme, 1/p + 1/p+1 + ...+ 1/pn- 1 nous soustrayons le suivant
lUp+1+1/p+2+..+1/(p+1)n-1,nous obtenons
1p - (1/pn + 1/pn+1 +..+1/(p+ 1)n-1). Cette différence est posmve puisque
chacune des n fractions est 1/np ou plus petite que 1/np. :

La seconde suite est croissante, pour une raison similaire. Chaque terme de la
premiére suite est plus grand que le terme correspondant de la deuxiéme. En aug-
mentant p nous pouvons rendre cette différence aussi petite que nous voulons. Les
deux suites définissent ainsi un nombre réel que nous appelons logn
llptlp+1+..+lUpn-1>logn>1p+1+..1/pn.

On en déduit que log m+logn = log(mn).

8. Correspondance entre Leibniz et Bernoulli

Lettre CXC de Leibniz a4 Bernoulli (mars 1712)

« ... et si on peut dire que -1 et des expressions semblables signifient moins que
rien, cependant on ne peut leur donner d’autre rapport qu'imaginaire... De ceci, je
prouve entre autres qu aucun logarithme ne répond a ce rapport ou & un sembla-
ble... »

Lettre CXCIII de Bernoulli 4 Leibniz

.. Je ne suis pas entiérement d’accord avec toi lorsque tu dis que le rapport
de 1 a I oude I & -1 est imaginaire et que tu en déduis que aucun logarithme ne
répond a ce rapport. Ainsi, moi je prouve le contraire de cela. Soit x un nombre
variable, croissant de maniére infiniment petite, dont le logarithme est Lx ; je dis
que 1.x lui-méme répond a -x de méme qu'a x ; on a la différentielle du logarithme
d’un nombre en divisant la différentielle de ce nombre par ce méme nombre

dx : x =-dx: -x=dl-x. Donc l.x = L.-x.

D'oir tu vois que la courbe logarithmique ABC a son égale de méme que
I’hyperbole a son opposée de telle sorte que ayant choisi BE comme unité, EF est
le logarithme non seulement de CF, mais aussi dey F qui désigne le nombre pré-
cédent, en négatif. »

B C—




Lettre CXCIV de Leibniz a Bernoulli
« ... Je m’étonne que toi, avec ta pénétration d'esprit, tu ne vois pas qu'on ne
peut pas donner de logarithme a -2, parce qu’on ne peut pas donner de logarithme

a V=2, qui est la moitié du précédent. Mais, tu dis, la différentielle du nombre -x,
qui est -dx, divisée par le nombre -x donnera un élément logarithmique -dx : x, ou
dx : x. Mais cette régle, que la différentielle divisée par le nombre donne la diffé-
rentielle du logarithme et n'importe quoi d'autre sur la nature et la construction
des logarithmes n'a pas lieu pour les nombres négatifs. »

9. Euler

Dans la préface de son Introduction a l’analyse infinitésimale, il écrit « ... Je
me suis surtout étendu sur les fonctions de variables, parce qu’elles font I’objet de
I'analyse infinitésimale... Je les ai d'abord divisées en algébrigues et en transcen-
dantes. Les premiéres sont composées de quantités variables combinées entre elles
par les opérations ordinaires de I'algébre, et les secondes dépendent d’autres opé-
rations, ou des mémes combinaisons que les précédentes, mais répétées une infini-
té de fois... Je me suis attaché a découvrir des propriétés et a trouver la somme de
plusieurs séries infinies, dont quelques-unes paraissaient de nature & Jfaire croire
presque qu'’elles ne pourraient étre trouvées sans le secours d’un calcul infinitési-
mal. Telles sont les séries, dont les sommes sont exprimées ou par des logarithmes
ou par des arcs de cercle. Ces sortes de quantités qui sont transcendantes, puis-
qu'elles sont représentées par la surface de I'hyperbole et du cercle, font partie
des matiéres qu'on a coutume de traiter dans l'analyse infinitésimale. Passant
ensuite des puissances aux quantités exponentielles, qui sont elles-mémes des puis-
sances, dont les exposants sont variables, leur développement m’a fourni une idée
Jort naturelle et a la fois féconde des logarithmes ; d’oi il m’a été facile de con-
clure leurs différents usages, en méme temps que j'ai pu en déduire toutes les sé-
ries infinies, qui représentent ordinairement ces quantités ; ce qui m’a donné enfin
un moyen trés expéditif de construire les tables de logarithmes. Je me suis sem-
blablement conduit dans l'examen des arcs de cercle; genre de quantités qui,
quoique trés différent des logarithmes leur est cependant si intimement lié, que
lorsqu'une de ces quantités parait devenir imaginaire, elle se change en I'autre. »

Le chapitre VII de 'Introduction a I'analyse infinitésimale traite du dévelop-
pement des quantités exponentielles et logarithmiques en série. En voici un long
extrait, choisi parce qu’il est accessible a des éléves de derniére année du secon-
daire, qui ont choisi le programme fort en mathématique. Cette lecture leur permet-
trait de suivre la pensée d’un grand mathématicien, par surcroit, excellent pédago-
gue. '

« Puisqu’on a a° =1, et qu’a mesure que ’exposant de a augmente, la valeur
de la puissance augmente aussi, pourvu que a soit un nombre plus grand que
Punité ; il s’ensuit que si I’exposant surpasse infiniment peu zéro, la puissance
surpassera P’unité aussi infiniment peu.

Soit w un nombre infiniment petit, ou une fraction si petite qu’elle différe peu

de zéro, on aura a” =1+, y étant un nombre infiniment petit. ¢ sera donc

¢gal 4 w ou inférieur 4 w ou supérieur & w, rapport qui dépendra toujours de la
valeur de la lettre a.

Comme le rapport est encore inconnu, faisons y = kw, @ =1+ kw ; si nous
prenons a pour la base logarithmique, nous aurons w=1.(1 + kw).
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Exemple : supposons a =10, et cherchons au moyen des tables ordinaires le
logarithme d’un nombre qui excéde de trés peu I’unité, par exemple celui de
1+1/1000 000. Ici kw=1/1000 000 ; nous trouverons

1.(1+1/1000000) = I.M =0,000 00043429 =w.
1 000 000
Dong, a cause de
43 429 _ 100 000

k =0,000 001 00000, 1/k=

etk = =2,302 58.
100 000 43 429

On voit par la que k est un nombre fini, dépendant de la valeur de la base a ; car si
nous eussions pris un autre nombre pour la base g, le logarithme du méme nombre
1 + kw aurait eu un rapport donné avec le premier, et il en serait résulté une autre
valeur pour k.
Puisque a*=1+kw, a” =(1+w), quelque nombre qu’on prenne pour .
Donc a™ =1 +£kw+———i(i_ D kv +~———i(f_ DU=2) Bw ..
1 12 123

Si I’on fait i = z/w et que z représente un nombre quelconque fini, & cause de w
infiniment petit, / deviendra un nombre infiniment grand et, par conséquent,w = z/i
étant une fraction dont le dénominateur est infini, sera une quantité infiniment pe-
tite, c telle qu’elle a été supposée. Ecrivons donc z/i i la place dew et nous aurons

i kz.; i(i—1 ii-10E-2 B 3 .

a=(1+—>)=1l+k+ (’ ,) k2 + ( - )_( - )k3z3+... équation qui sera vraie
i i-2i i-2i-3i

si I’on prend pour i un nombre infiniment grand et alors & sera un nombre détermi-

né, dépendant de la valeur de @, comme nous venons de le voir. Comme 7 est un

e =5 . i—1 . -
nombre infiniment grand, il s’ensuit que —— =1 ; car il est évident que plus le
i

. .. i-1
nombre qu’on substituera 4 i sera grand, plus la valeur d¢ —— se rapprochera de
i
'unité ; donc si i est un nombre plus grand qu’aucune quantité assignable, la frac-

= =1 . -
tion —— égalera ’unité.
i

Par une raison semblable i, l;, .=l
i i

Concluons de la que
i-1_1

2i 277

2.2 3.3
a=1+kz+ k_z+k_’ etc. a I'infini.
1.2 1.2.3
Cette équation exprime en méme temps la relation entre les nombres a et £, car en
2 3

supposant que z =1, on aura a =1+ k+— +——+--- et pour que a = 10, il fau-

PP q 2123 pour q

dra que & soit environ 2,30258 ; comme nous I’avons trouvé ci-dessus.

Supposons b =a", en prenant le nombre a pour la base de logarithme, nous aurons
b = n et puisque b°=a™ nous obtiendrons pour la série infinie

2.2.2
b’=1+knz+knz

+:-- et en écrivant L.b au lieu de n,
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2 247 122
b==1+kzl_b+w
12

+-++. Ainsi, la valeur de k étant une fois connue par celle MATHEMATIQUE

de la base a, une quantité exponentielle quelconque b* pourra étre exprimée par
une série infinie, dont les termes marchent suivant les puissances de z.

Cela posé, faisons voir & présent comment les logarithmes peuvent Etre déve-
loppés en séries infinies.

Comme a” =1+kw, w=1L(1+kw) et iw=L(1+kw) ; or il est visible que plus
le nombre substitué a i sera grand, plus la puissance (1+ kw)" surpassera I’unité et

qu’en faisant 7 égal & un nombre infini, la valeur de la puissance (1 + kw)' s’élevera
au-dessus de 'unité.

Donc si ’on suppose(l +Ikw)i =1+x l+hw=1+x)" et kw=(1+x)"-1;

- oo
d’ou iw= I-(-lik—& - %, i étant supposé infiniment grand ;
. (i — i aNeme
mais (1+x)" =1+ f - (‘_ _1) X+ LY .I)Q{ D x* - etc. et,
i i2i 1213
a cause de i infiniment grand ’—2;1 =2l etc.
i
2 .3 2 3
i 1 x X
Donc i(l + x)" =i+x——x—-+—x——--- etl(l+x)=—(x——+——-"
(1+x) > +3 (1+x) p F-=+3 )
a étant toujours la base de logarithme etk désignant le nombre relatif a cette base,

s . K
de maniére qu'on aita=1-+k +—£—+---
Puisque nous avons trouvé une série égale au logarithme du nombre 1 +x, nous
pourrons A son aide, la base a étant donnée, représenter la valeur du nombre £.
En effet, supposons 1 +x =g, & cause de l.a =1, nous aurons

_ 12 3
1=l(a 1 (a-1) +(a D )

ko1 2 3

. 12

et, par conséquent, k=a—1—l—%
Sil(1+x)—l(x_ﬁ+...)

' k 2 ’

. o 1 ¥ X R N
en faisant x négatif I.(l—x)=——1;(x+7+?+---)et dtant la seconde suite de la

" l+x 2.,x x X
remiére, L. (1+x)-L(1-x)=1 =2+t
P ¢ )= ) l-x k(l 3 5 )

. . 1+x .s a
soit maintenant =g, de manicre que x = —1 ,acausede La=1,
a—+

- X
_ 1 _1
=2(a l+ (a 1)3 + (a 1)5 +n),
a+1l 3(a+1)y S@+1) ’
équation qui donne la valeur de & lorsqu’on connait celle de la base a. Comme on

peut prendre a volonté la base a pour établir un systéme de logarithmes, nous pou-
vons la prendre telle que k devienne égal 4 1, supposons donc & =1, la série trouvée

. . 1 1 ] .
ci-dessus deviendra a=1+1+—+ —— etc., dont les termes convertis en déci-

12 123 Gm
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VIATHEMATIQUE males et ajoutés donnent pour a cette valeur 2,71828182845904523536028 dont le
dernier chiffre est encore exact.

_HISTOIRE Les logarithmes calculés sur cette base s’appellent naturels ou hyperboliques,

JES LOGARITHMES parce qu’ils peuvent représenter la quadrature de I’hyperbole. Au reste, pour abré-
ger, nous désignerons constamment ce nombre par la lettre e, qui indiquera par
conséquent la base des logarithmes naturels ou hyperboliques a laquelle répond la
valeur de k= 1.

Ainsi e =1+2z+---

Quant aux logarithmes hyperboliques, on les calculera au moyen des séries
2 .3

Trompler S. Li+x)=x-—+Z ..
23
et
l+x 2x 2x° 2x°
l =—+—+—+"--

l-x 1 3 5
lesquelles seront trés convergentes, si I’on prend pour x une fraction trés petite.
Ainsi, avec la derniére série on trouve sans peine les logarithmes des nombres qui
ne sont pas beaucoup plus grands que I’unité. En effet, en faisantx = 1/7, on trou-
vera L.(4/3) et en faisantx = 1/9, on aura .(5/4). Or, les logarithmes de ces fractions
feront trouver ceux des nombres entiers; car par la nature des logarithmes,
L(3/2)+1.(4/3) = 12; alors L(3/2) + 12 = L3 et 212 = l4, etc. Puisque

2
20

2
Donc une quantité exponentielle quelconque peut étre convertie en une série infi-
nie, a I’aide des logarithmes hyperboliques, mais aussi, i désignant un nombre in-
finiment grand, les quantités exponentielles et les logarithmes peuvent €tre repré-
sentés par des puissances.

e =1+z+--- ;sil’onsuppose a’ =e’,yla=z,a”’ =1+yla+y

En effet, ¢ =(1+ %)" eta’ =(1+ yli.a),-

e M

Chapitre VIIL Des quantités transcendantes qui naissent du cercle.

« Puisque sin’z + cos’z =1, (cosz + v—1sinz)(cosz — v-1sinz) =1.
Ces facteurs, quoique imaginaires, sont d’un grand usage dans la combinaison et
dans la multiplication des arcs. En effet, cherchons le produit de ces facteurs

(cosz+ J=1sin z)(cosy + J=1sin ¥), nous trouverons
coszcosy —sinzsiny + sinzcosy\/—_l + sinycoszJ—— =cos(z+y)+ \/:Tsin(z +3).

Semblablement (cosy — J=Tsin y)(cosz - J=1sin z)=cos(y+z)— V=1sin( y+2).
De méme

(cosx J=1sin x)(cosy % V-1sin y)(cosz £ J=1sin zZ)=cos(x+y+2)* \/——lsin(x +y+2).

a
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11 suit de 1a que... MATHEMATIQUE
(cosz ++/~1sinz)" + (cosz — v—1sin z)"
2
. (cosz + J=1sin z)" —(cosz —+/-1sin 2)"
sinnz =
24J-1
Donc, en développant ces bindmes en séries, nous aurons
n(n-1 n(n—Nn-2)n-3)
12 1234

cosnz =

cosnz=cos' z— cos"? zsin’z + cos"* zsin*z++--

n(n—NDn-2) -
123

Supposons encore dans les formules précédentes I’arc z infiniment petit et 7 un
nombre infiniment grand noté dorénavant i, afin d’obtenir pour iz une valeur fi-

) n = 3 .
et smnz=Tcos” lzsinz— "3 zsindz 4.

. . v , . v
nie v; nous aurons donc iz=vetz=- et par conséquent sinz= — et cosz=],
i i
ces substitutions faites donneront

(1+£)i+(1—£)' Sl J:T
1

a+ 2y -2
i et sinv = i

2 2J-1

)i
COosv = 1

. e Z [
Or, dans le chapitre précédent, nous avons vu que (1+=) =¢*, e désignant la
i

base des logarithmes hyperboliques ; ayant donc écrit pourz, d’une part v/-1 et
eV'J-_! + e—Vﬁ eU-Jﬂ_l — e—'I’J"_l
d’autre part ~v+/—1, on aura cosy = ———— et siny=——m——o
2 2J-1
On comprend par 1a comment les quantités exponentielles imaginaires se raménent
a des sinus et des cosinus d’arcs réels.

Supposons 4 présent dans les mémes formules » un nombre infiniment petit, ou

|| 0 z
n=-, i étant un nombre infiniment grand, nous aurons cosnmz=cos==1 et
i i

Y

sinnz=sin—=— ; car le sinus d’un arc qui s’évanouit est égal a cet arc et son
i

cosinus = 1.

-

(cosz +=1sinz)" + (cosz — /=1 sinz)" ot
2

z _(cosz+ J=1sin )" — (cosz - J:fsinz)l’i

i 2J-1 '

Or, en prenant les logarithmes hyperboliques, nous avons fait voir que

Cela posé, nous avons 1=

L+x) =i+ x)" ~iou y" =1 +l.l.y , en mettant y a la place de 1 +x. Donc, si
i

nous écrivons a présent au lieu de y, d’une part cosz++/—1sinz et de I’autre
cosz —+/—1sinz, nous trouverons
(1/)l.(cosz + \/:l_sinz) —(1/)l.(cosz —v=1sin 2)

2J-1

V4
I

Q]
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et, par conséquent z =

1 (cosz ++-1sin z)
J_l (cosz —+/-1sin z)

On voit d’aprés cela comment les logarithmes imaginaires se ramenent aux arcs
circulaires. »
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