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Introduction

Dans ce fascicule, je vous propose d’effectuer un voyage spatio-temporel
depuis ’aube des mathématiques a Babylone jusqu’au commencement de la
Mathématique contemporaine (fin du XVIII' siécle). L’embarquement aura lieu
sur les rives du Tigre ou de I’Euphrate. Deux escales sont prévues en Grece. Des
mystéres de I’Inde, les caravanes arabes nous emmeéneront, par I’ltalie et
I’Allemagne, a Bruges ol une agréable surprise nous attend.

Chapitre 1: Babylone

La tablette B.M. 13901 -traduite par F.Thureau-Dangin (1936) et par
O. Neugebauer (1937)— constitue I'un des plus anciens textes babyloniens a
caractére mathématique (1700 av. J.-C.). Elle nous fournit les premicres traces
d’« équations du second degré ». (Voir document 1 en annexe.)

Cette tablette se compose de 24 problemes dont 21 sont lisibles; chaque
probléme, écrit sans symbolisme, est suivi d’une solution établie étape par étape
sans la moindre justification.

Données préalables 4 la lecture des problémes :

le c6té (d’un carré) représente  I’inconnue « x » cherchée ;
la surface représente le carré « X’ » de I’inconnue ;
se faire correspondre »n représente 1’élévation de » au carré ;
seuls des nombres réels positifs sont considérés ;

le systéme de numération est mixte : décimal et sexagésimal.

Document 2.

1 représente une « puissance de 60 » et veut dire aussi bien 1, 60,
3600, ... que 1/60, 1/3600, ...

< représente 10 fois une puissance de 60 et veut dire aussi bien 10,
600, 36000, ... que 10/60, 10/3600, ...

Ainsi, rrpour2, TIT pour4, T pour 5, r pour§,
4 pour7, %' pour8, TT5r pour S,
T T TTT
TTY 1t
< pour 10,(1trrrT pour 19, <« pour 20, <, pour 59,

Tt pour 61, ¢ T pour 75, [T 7T pour 123, T]¢’yy pour 145

Seul le contexte permet au scribe de déterminer la position de la « virgule ».
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CeDoP 3

Document 3.

THRTALLI6R om0 ol LN 2T o
MMMM 1 Bl S
4ﬁmmﬁﬁﬁmn;,ﬁm«wuﬂamg
ng&éa&:ﬁ'w s

.

A.5A-1am U mi-it-har-ti ak-mlur-mla 45-e 1 we-si-tam
ta-3a-ka-an ba-ma-at | te-he-pe [30] U 30 tu-ud-ta-kal
15 a-na 45 tu-sa-ab-ma 1-e | 1B.SA 30 $a tu-ug-ta-ki-lu
SA.BA 1 ta-na-sd-ah-ma 30 mi-it-har-tum

Traduction :

« J'ai additionné la surface et mon cété (du carré) : 45. Tu placeras 1, 'unité. Tu
fractionneras la moitié de 1. Tu feras se correspondre [30] et 30 : 15. Tu ajouteras
(cela) a 45, cela fait 1, c'est le carré de 1.30 que tu as fait se correspondre, tu
détacheras de 1, cela fait 30. C'est le cété. »

L’équation proposée est

x? +1x = 0;45
solution :
1
1*(=)=0;30
(2)

(0;30)* = 0;15
0;15+0;45 = (0;60) = 1

1=(x+0;30)
x+0;30=1
x =0;30

c'est le co6té

De maniére contemporaine, ’équation est x> +1* x = 0,75.
Le scribe a « complété » le premier membre afin d’obtenir un carré. L’équation

est du type x? + px =q avec p et q positifs ; elle admet donc deux racines réelles,
une positive et une négative. Le scribe ne retient bien entendu que la seule racine

positive. Sans doute connait-il le développement de (x + @), peut-étre & partir de
la vision géométrique.

'



Document 4.

3 "32" nax \
d+X

¢ X "ax.,, x2

ad+X

D’ou la démarche :

x2+2*(§)*x=q
2 v @yrx e (@) =g+ (&)
X (2) x (2) q (2)

Py _(4*g+ph)
G+ By =L

La quantité du second membre étant bien siir positive, le scribe recherche dans

. : S ’ 4q + p*
une table de carrés, la racine carr€e positive » = (q4—p) etenfin x=r - (g).
Le deuxiéme probléme, qui se traduit par x? -x=14,30, trés voisin du
précédent a nos yeux, ne I’est pas pour le Babylonien : dans la « complétion des

carrés », il va devoir considérer (x — (%)) , quantité qui en certaines circonstances

peut étre négative ; en se restreignant au cas ou a® -2a*b est positif, le scribe

semble se servir du développement (a -b)r=a*-2*%a*b+ b%. Ce cas reste
d’ailleurs trés discuté par les spécialistes de mathématique babylonienne : d’ou
vient la limitation a>2*b ? D’oll vient la connaissance du développement de
(a-b)? =a® -2*a*b+ b? ? (cf. M. Caveing, Essai sur le savoir mathématique
dans la Mésopotamie et | 'Egypte anciennes, Presses Univ. Lille, 1994.)

CeDoP 4

G



CeDoP 5

Le troisiéme probléme est celui-ci :

Document 5.

T g R et o B S it ST P AR
M7l SRS T A R o S i b

R ARl g e
m«m;ﬁ* ﬁ;fuﬂ's 4 ”m!//" oY) r Mﬂ‘;l
U e
i << ,,,. ,f,.) _,{;,.,w,,,./q,,,,m,.;, ﬁ.&a’ '

/ LR

Mﬂﬁ‘-’ v /”" !’/ ' "r'= ] r":"‘ gy
by 'f""o’f""lu‘ T
e fl.., l,. e "_ ho ;;,’-.F h..":-
" ! I,y u'fmlh mn./lfwa.. . ,' L

Sa-lu-ud-ti A.SA as-su-<uh-ma> Sa-iu- -us-ti mi-it-har-tim a-ns lib- tn
A.54-1im G-si-ib-ma 20-e | wa-si-tam ta-Sa-ka-an v
3a-lu-us-ti | wa-si-{tim 20 ta-na-sa- ah ma] 40 a-na 20 ta-na-$i
13.20 ta-la-pa-at [ba-ma-at 20 $a-1ju-ui-tim 3a ta- sd-hu

te-he-pe 10 & [10 tu-ui-ta-kal 1.40] a-na 13.20 tu-ga-ab

15-¢ 30 [1B.SA 10 $a tu-us-ta-ki-lu SA.BA 30] ta- -na-sd-ah-ma 20
|G1-40-GAL[B! 1.30 a-na 20 ta-na-3i-ma 30] mi-it-har-tum

Traduction :

« J'ai retranché le tiers de la surface et ensuite j'ai ajouté le tiers du cété a la
surface, cela fait 20. Tu placeras 1, I'unité. Tu retrancheras le tiers, soit 20, de 1,
I'unité, cela fait 40, que tu porteras & 20 : tu inscriras 13.20

Tu fractionneras en deux 20, le tiers que tu as retranché. Tu feras se
correspondre 10 et 10 : 1.40, que tu ajouteras & 13.20 : cela fait 15. C'est le carré
de 30.

10, que tu as fait se correspondre, tu retrancheras de 30 : cela fait 20.
L'inverse de 40, c.-a-d. 1.30, tu porteras & 20 : cela fait 30. C'est le coté. »

11 s’agit cette fois de 1’équation : 0;40 * x2 +0:20* x =020
Solution :
0;40 * 0;20 =0;13,20

0;20* l =0;10
2
(0;10)% = 0;1,40
d'ou 0;15 qui est le carré de 0;30
d'ou 0;40* x = 0;20
en multipliant par I'inverse de 0;40,
qui est 1;30, il vient 0;30
qui est le coté

QL



L’équation est cette fois du type: a* x2+b*x=c avecab,c positifs et le
coefficient principal a distinct de 1 ; dans la résolution de cette équation, le scribe
sera donc amené a effectuer au moins une division, c’est-a-dire a multiplier par
’inverse d’un nombre et donc a recourir a4 une table d’inverses. Le scribe a utilisé
une astuce pour éviter autant que possible I’opération « division » : il multiplie
tous les termes de I’équation par le coefficient principal

a*x’+b*x=c

a*a*x’> +a*b*x=a*c

(a#x+(%))2 =a*c+(§)2 =r2

b2
a*x=r—(—
(2)

Il ne lui reste plus qu’a effectuer une seule division par a; cette astuce du
scribe babylonien est intéressante, nous aurons 1’occasion d’y revenir plus tard !

Les problémes 4, 5 et 6 regroupent en fait les problémes 1 et 3 ; « le scribe
s’entraine ! »
Le probléme 7 est plus intéressant: il s’agit cette fois de I’équation

11*x% +7*x =6;15. Le début de la solution est en tout point semblable a celle du
probléme 3 jusqu’a P’étape cruciale de la division ou multiplication par I’inverse.
En effet, ici, il faut trouver I’inverse de 11. Or, dans le systtme babylonien

(10-60), seuls les nombres du type 2™ *3" *5” admettent un inverse en version
limitée. Ce n’est pas le cas de 11!

Que faire ?
« Va voir une table de multiplication par 11.
Trouves-tu 5;30 ?
Oui!car11*0;30=5;30
0;30 est ton coteé. »

Le reste de la tablette consiste en
— des problémes (8 & 14) qui se raménent & des équations & deux inconnues

dont la premiére est du type xX+y*=p;

— des problémes (15 4 24) plus compliqués a 3 ou 4 inconnues ot le scribe
doit appliquer les « méthodes » apprises dans les deux premiers groupes de
problémes.

Une constatation s’impose : 1’équation du type x> +c=b*x avec b et c
positifs n’apparait jamais !

Or ce type d’équation aurait donné, lorsque b? — 4 *¢ est positif, deux
racines réelles positives, ce qui vraisemblablement a géné notre scribe.

CeDoP 6
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Chapitre 2 : La vision géométrique en Gréce

La lecture du livre II des Eléments d’Euclide a amené les mathématiciens a
envisager I’hypothése d’une « Algébre Géométrique ». Certains théorémes de ce
livre peuvent en effet se traduire, comme nous allons le voir, en « équations du
second degré ». (Pour une discussion sur une éventuelle justification de cette
terminologie, cf. B. L. Van der Waerden et A. Szab6 - Bibliographie, pp. 50-51).

Les théorémes du livre II sont souvent relatifs a « I’application des aires » ou
« TOLPOLLOAN TOV YOPIBV ».

Proclus, dans son sur Euclide nous signale que cette technique remonte a la
plus haute antiquité. Elle remonterait aux premiers Pythagoriciens. (Voir
document 6 en annexe.)

Les Grecs considéraient trois « applications des aires » :

1° « L’application simple » ou « parabole » « tapaforietv ».

On construit sur un segment donné (AB) un parallélogramme ou un rectangle
d’aire donnée S.

Document 7.

En 1265, en latin ecclésiastique, « parabola » désigne un récit allégorique des
Livres Saints sous lequel se cache un enseignement ; plus tard, « parabole » prend
un sens différent : « d’une maniére détournée ou obscure ».

CeDoP I
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CeDoP 8

2° « L’application par défaut » ou « ellipse » « eAdeinery ».

On construit sur un segment donné (AB) un parallélogramme ou un rectangle
d’aire donnée S avec un défaut d’aire S’.

Document 8.

i

En 1573, le latin « ellipsis » désigne une omission syntaxique ou stylistique
d’un ou de plusieurs mots que I’esprit supplée de fagon plus ou moins spontanée,
d’ou I’idée d’un art du raccourci ou du sous-entendu.

3° « L’application par excés » ou « hyperbole » « vrepBaAdey ».

On construit sur un segment donné (AB) un parallélogramme ou un rectangle
d’aire donnée S avec un exces d’aire S’ ;

Document 9.

S I ]]l]EI_\:'> I'excés S'
_

-

A

A B

Dés le XIII' siécle, « hyperbola » désigne une figure de style qui consiste &
mettre en relief une idée au moyen d’une expression qui la dépasse, d’ou plus tard,
I’idée d’emphase ou d’exagération.

o



Voila bien trois noms « parabole, ellipse, hyperbole » qui ne peuvent manquer
d’appeler quelques commentaires : quels liens existe-t-il entre « application des
aires » et « sections coniques » ?

1l faut se rappeler que, chez Euclide, Archimede et leurs prédécesseurs, les
sections coniques s’obtenaient indépendamment les unes des autres et n’avaient
pas encore regu leur terminologie bien connue.

Document 10.1. : opBoyoviov yovov toung  section de cone rectangle

7\

Une parabole

Document 10.2. : appfAvyoviov yovov touo  section de cone obtusangle

Une demi-hyperbole

Document 10.3. : o€vywviov }®VOL TORA section de cone acutangle

Une ellipse

CeDoP 9
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Les trois sections coniques s’obtenaient donc par section de cone par un plan
orthogonal a une génératrice.

Voici ce que dit Euclide au sujet de la derniére de ces courbes (I’ellipse) :

« Si un cone ou un cylindre est coupé par un plan non paralléle a la base, la
section obtenue est ¢ une section d’un cone d’angle aigu ’ qui est semblable a un
* bouclier * ». (Voir le document 11 — Texte original d’Euclide —- en annexe).

11 faudra attendre le Maitre es coniques, Apollonius de Perge (262-190 av. J.-
C.) pour

1° considérer les trois sections coniques comme sections d’un méme cone ;

2° envisager ’hyperbole comme une courbe constituée de deux branches ;

3° nommer les trois sections coniques de 1’appellation qui leur est restée.

Par I’'intermédiaire de trois théorémes liant chaque section de cone a une
propriété d’ « application d’aires », Apollonius va substituer

« parabole » & « section de cOne rectangle »
« hyperbole » & « section de cone obtusangle »
« ellipse » a « section de cone acutangle ».

La géométrie analytique usuelle permet de comprendre aisément les liens entre
coniques et applications des aires

Document 12.
Oy

xy)

y2=px

S

« Si un coéne est coupé par un plan passant par 'axe et s'il est coupe par un
autre plan coupant la base du cone suivant une droite perpendiculaire a la base du
triangle passant par I'axe ; si, de plus, le diamétre de la section est paraliele a I'un
des cotés du triangle passant par I'axe,le carré de toute droite menée de la section
du céne, parallélement a la section commune du plan sécant et de la base du cone,
jusqu'au diamétre de la section, équivaut au rectangle délimité par la droite qu'elle
découpe sur le diamétre, du coté du sommet de la section, et par une certaine
droite dont le rapport & la droite située entre I'angle du cone et le sommet de la
section est le méme que celui du carré de la base du triangle passant par I'axe au
rectangle délimité par les deux cotés restants du triangle. Nous appellerons une
telle section une parabole. »

Traduction de P. Ver Eecke
(Voir le document 13 — Texte original d’ Apollonius — en annexe)

CeDoP
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Document 14,

v ¥ =xp+Ln)

—--OX ou

y? =xp+£x2
a

P
t
T X

« Si un cone est coupé par un plan passant par l'axe et s'il est coupé par un
autre plan coupant la base du céne suivant une droite perpendiculaire a la base du
triangle passant par 'axe ; si, de plus, le diamétre prolongé de la section rencontre
I'un des cotés du triangle passant par 'axe au dela du sommet du cone, le carré de
toute droite menée de la section, parailélement & la section commune du plan
sécant et de la base du cone jusqu'au diamétre de la section, sera équivalent a une
aire, appliquée suivant une certaine droite située dans le prolongement du diametre
de la section, et sous-tendant l'angle extérieur du triangle, est le méme que le
rapport du carré de la droite menée du sommet du cone, parallélement au diameétre
de la section, jusqu'a la base du triangle, au rectangle délimité sous les segments
de la base, déterminés par la droite menée ; aire ayant comme largeur la droite
découpée sur le diamétre par cette premiére droite, du cété du sommet de la
section, et augmentée d'une figure qui, semblable au rectangle délimite par la
droite sous-tendant l'angle extérieur du triangle, et par le parametre, est
semblablement placée. Nous appelons une telle section une hyperbole. »

Traduction de P. Ver Eecke
(Voir le document 15 — Texte original d’Apollonius — en annexe).

CeDoP
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Document 16.

Oy

Y
X y2=ﬂp—§x)
A y | .__OX ou
y=xp-L£
a
P N
P
— X
Y a

« Si un cone est coupé par un plan passant par I'axe et s'il est coupé par un
autre plan qui, rencontrant chacun des cétés du triangle passant par I'axe, n'est
pas mené parallélement ni anti-paralléiement a la base du céne ; si, de plus, le plan
de base du cone et le plan sécant se rencontrent suivant une droite perpendiculaire
a la base du triangle passant par I'axe, ou perpendiculaire au prolongement de
cette base, le carré de toute droite menée de la section du cone, parallelement a la
section commune des plans, jusqu'au diamétre de la section, sera équivalent & une
aire appliquée suivant une certaine droite, avec laquelle le rapport du diametre de
la section est le méme que le rapport du carré de la droite menée, du sommet du
céne, parallelement au diamétre de la section, jusqu'a la base du triangle, au
rectangle délimité sous les droites que découpe cette derniére droite sur les cotés
du triangle ; aire ayant comme largeur la droite découpée sur le diametre par cette
premiére droite, du coté du sommet de la section, et diminuée d'une figure
semblable au rectangle délimité par le diametre et par le paramétre, et
semblablement placée. Nous appelons une telle section une ellipse. »

Traduction de P. Ver Eecke
(Voir le document 17 — Texte original d’ Apollonius — en annexe).

CeDoP
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CeDoP 13

Revenons aux « équations du second degré » ou du moins ce qui, chez Euclide,
semble en tenir lieu :

Livre II, Th. 5
« Si une ligne droite est coupée en parties égales et en parties inégales, le
rectangle sous les deux segments inégaux de la droite entiére avec le quarré de la

droite placée entre les sections, est égal au quarré de la moitié de la droite
entiére. »

Traduction de F. Peyrard, 1819
(Voir le document 18 — Texte original — en annexe).

11 faut donc démontrer que :
« Aire sur A® » + « Aire sur AH » = « Aire sur I'Z ».

Document 19.

A r Ja) B
K A e M
E H Z

« Aire sur AA » égale « Aire sur T'M »

« Aire sur I'® » égale « Aire sur ©Z »

d’ou « Aire sur I'M » = « Aire sur AZ »
« Aire sur AA » = « Aire sur AZ »
« Aire sur A® » = « Aire sur I'© » + « Aire sur AZ »
« Aire sur A® » + « Aire sur AH » = « Aire sur I'Z ».

(On notera le caractére « visuel » et particulierement élémentaire de cette
démonstration.)

Sil’on pose / (AB)=a et / (AB)=x, alors le probléme revient a trouver x tel
que a*x — x> =b* ol b? est I'aire d'un " gnomon " donné
soit « une application par défaut » d’un rectangle sur un segment de longueur a.

Q]



Livre II, Th. 6

« Si une ligne droite est coupée en deux parties égales, et si on lui ajoute
directement une droite, le rectangle compris sous la droite entiére avec la droite
ajoutée, et sous la droite ajoutée, avec le quarré de la moitié de la droite entiére,
est égal au quarré décrit avec la droite composée de la moitié de la droite entiére et
de la droite ajoutée, comme avec une seule droite. »

Traduction de F. Peyrard, 1819
(Voir le document 20 — Texte original — en annexe).

Document 21.

A r B o
8 M
K A
E H

11 faut donc démontrer que « Aire sur AO » + « Aire sur EO » = « Aire sur TA ». Si

I’'on pose ! (AB) = a, alors le probléme revient & « appliquer par excés» le
P I 2 P ‘

rectangle d’aire donnée b sur le c6té a donne.

D’ou « ’équation contemporaine » : a * x + x? =b?

CeDoP
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Livre II, Th. 11

Document 22.

Zﬁ\H

l K JA
« Couper une droite donnée de sorte que le rectangle construit sur I'entiére et
un segment est égal au quarré sur le segment restant. »

(Voir le document 23 — Texte original — en annexe).

En d’autres termes, trouver un point 6 du segment [A,B] de sorte que
« Aire du rectangle (AB, 6B) » = « Aire du carré (A, 0) ».

Ce théoréme et cette construction permettent de démontrer le théoreme 30 du

livre VI dont dépend la construction de certains polyédres réguliers (dodécaédre et
icosaédre).

W



Livre VI, Th. 30

CeDoP 16

Axmov xai pgoov Aoyov gvbeia tetuncbar Agyeral, otav n w@ 1 oAn
TPOQ TO UEILOV TUTIUA, OVTOP TO UEILOV TPAP TO EAAQTTOV

« Une ligne droite est coupée en ‘ moyenne et extréme raison ' quand la droite
est au plus grand segment comme le grand est au petit ».

l

W
joe]

F 3 3

dont la racine positive est

X

x (-%
dou I*(I-x)=x>

dou x2 +1*x-1*=0

1*(-1+45)

ou en modifiant quelque peu,

a=x,b=1l-x,a+b=1,

(a+b)_£1_
a b
b a
ouencore 1| + —=—
a b

a
et en posant @ = 3

D2 -d+1=0

++5

d'ou la racine positive @ = 1—2—

On reconnait — la - « proportio divina » (Fra Luca Pacioli di Borgo, 1509)

et

- « sectio divina » (Kepler, 1596)
- « sectio aurea » (Leonardo da Vinci, 1509)
—le célebre « Nombre d’Or ».

Q



Chapitre 3 : Progrés... ou influence babylonienne en Gréce ?

A c6té de la vision d’« algébre géométrique » que certains croient voir dans les
Eléments d’Euclide et dont nous venons de vous donner un apergu, les équations
du second degré apparaissent, et cette fois sans aucune discussion, chez deux
auteurs grecs : Héron et Diophante.Leur approche ne pourra manquer de rappeler
celle de certains de leurs prédécesseurs !

HERON d’Alexandrie (?-62 apr. J.-C.)

Dans Geometrica 24.3, on lit :

« Etant donné un carré dont la somme de son aire et de son périmétre est 896,
trouvez son cété. »

Cet énoncé est suivi d’une résolution, étape par étape :
« La moitié de 4 : 2 ».
« Le carré ajouté 4 + 896 d'ou 900 ».
« La racine carrée : 30 ».
« On retranche 2 : 28 ».
« C'est le coté du carré ».

En écriture contemporaine, cela donne :
x? +4*x=896
x? +2*i2‘-*x=896
x? +2*%*x+4=896+4 d'od 900
(x + %)2 =900
4

x+5=30

x=28
Bien siir, seule la racine positive est considérée !

Voici un autre probléme traduit en notations contemporaines :
Mywg2 (25
(14)d+(7)d 212

Cette fois, le coefficient principal est distinct de 1 !
Les démarches effectuées par Héron sont les suivantes :
il multiplie « I’équation » par 154, il vient :

121*%d? +58%11*d =154 *212
d'ou
(11*d)* +58*11*d =154 *212
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Héron a muitiplié toute son « équation » par 154 afin

1° d’éliminer les fractions,
2° de diminuer le nombre de divisions dans la suite de la résolution.

Cette technique n’est pas sans rappeler la technique du scribe babylonien et
pose de nouvelles questions a I’historien des sciences : quelle est I’influence de la
mathématique babylonienne sur la mathématique grecque ? A partir de quelle
époque, cette influence s’exerce-t-elle et dans quelle proportion ?

DIOPHANTE d’Alexandrie (2€ ou 3€ siécle apr. J.-C.)

On trouve chez Diophante les mémes problémes et les mémes techniques mais
avec cette fois un essai de symbolisation :

« L’inconnue » s’appelle soit TAn6og povadmnv aopistov, soit aplBpog

Elle est symbolisée par ¥ dans le manuscrit de Madrid
par S dans Marcianus 308

Le carré de P’inconnue x? est dvvapig A
Le cube de ’inconnue x> est Kxvpog KY
La quatriéme puissance x* est  Suvapodivoyug AYA
La cinquiéme puissance x° est  Suvapokvfog NG
La sixiéme puissance x° est xuBokvPog K'K

Voir aussi le document 24 en annexe.

L’addition se traduit par une simple juxtaposition (le signe + est inutile).
0
Les nombres « purs » sont associés a M.

La soustraction se traduit par T

Diophante regroupe tous les termes a additionner, puis tous les termes a
soustraire.

— - 0
Ainsi x> —5x% +8x —1 s’écrira chez Diophante KVZ cnlt Az M =
Diophante dit qu’il faut ramener tout probléme du second degré a I’un des trois
types suivants :

1 m*x§+p*x q
2 m*x =p*x+gq
3 m*x2+q—p*x,

soit les «trois types babyloniens» que ’on va retrouver encore pendant
longtemps ! Il n’y a pas de méthode unique pour résoudre les équations du second
degré !

De plus, nous dit Diophante, il faut multiplier toute I’équation par le
coefficient principal m si celui-ci n’est pas unité.
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Dans 1’Arithmetica de Diophante, on découvre les équations du second degré

suivantes :
Iv.22 A11 a ECTL gg T
V31 Alrxe ECTL g;_/ IS/I t_ﬁ
VL6 Alxs gZ EoTL 13/1 E pour
vi7 Azt gZ £0TL l{)'l Z pour
VI9 Al ya Tcoy som M G pour

= p— 0
V8 Al yAcoy eouM g pour

0 -
M pour x*=4x-4

pour 325x% =3x+18

84x2 +7x=7
84x2 -7x=17
630x* —73x=6

630x% + 73x=6

Voir en annexe les documents 25 et 26. Il s’agit du méme texte de Diophante,
mais... la graphie du second est bien plus usuelle !
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Chapitre 4 : L’Inde, les équations du second degré et la naissance
de ’algébre

Des traces d’« algébre » en tant que « calcul avec des inconnues » apparaissent
déja en Inde vers 300 av. J.-C. Avijakta ganita, science du calcul des inconnues,
est opposé a vijakta ganita, science du calcul des connues ou arithmétique. A cette
terminologie succédera SR, bijaganita, « élément d’analyse-science du
calcul ».

Bhaskara II, vers 1150, dira « I’algébre est semblable a I’arithmétique quant
aux régles (des opérations fondamentales) mais apparait lorsqu’il y a des quantités
inconnues ».

Le mot yavat-tavat abrégé en ya signifie I’« autant que » et représente notre
inconnue x. Son carré yavat-varga est abrégé en yava.

Préalables de lecture
Apparition des coefficients négatifs

Si a est un nombre positif, alors & représente le négatif (-a).

Le nombre absolu ou terme indépendant de I’équation se dit rupa abrégé en
ru. (Notons que rupa donnera son nom a la monnaie indienne « roupie » ; cette
remarque est loin d’étre fortuite !)

L’écriture des équations ou méthode nydsa consiste en une écriture sur deux
lignes (les deux membres) de I’équation. Ainsi,
0

yava 0 ya 10 ru 8 représente 0x? +10x-8
ye—lva 1 ya Orul représente 1x? +0x +1
ou 10x-8=x? +1.

On notera I’économie du signe d’égalité dans cette disposition.

La résolution des équations du second degré consiste en la madhyamaharana,
terme qui vient de madhyama = moyen et aharana = élimination ou destruction et
qui signifie « élimination du moyen terme ».
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BRAHMAGUPTA (598-665)

Régle pour I’élimination du « moyen terme » :

« Mettre le nombre absolu du coté opposé & celui du carré et de l'inconnue
simple en soustrayant.

Au nombre absolu multiplié par quatre fois le coefficient du carré, ajouter le
carré du coefficient du ‘ moyen terme’, la racine carrée du méme moins le
coefficient du * moyen terme ', étant divisée par deux fois le coefficient du carre, est
la valeur du ‘ moyen terme ' ».

- -0 —
yava lya 10 ru0

= - -0
yavaQyaOru 9

0 0
9 *4*]1 =36
0 0?2
36+(10) =64
0
8-10=18
18
2%]

MAHAVIRA (850)

« Le quart d’'un troupeau de chameaux fut apercu dans la forét ;
deux fois la racine carrée du troupeau gambadait sur la colline ;
trois fois cinq chameaux s'abreuvaient posément.

Quel est donc I'effectif de ce troupeau ? »

Cela donne 1’équation : % *x+2%Jx +15=x

BHASKARA IT (1114-1150)

Voici I’énoncé d’une autre régle inspirée par Sridhara (750) :

« Quand un carré et autre terme de l'inconnue est engagé dans le reste ; alors,
aprés avoir multiplié les deux cotés de I'équation par une quantité supposée, on
doit leur ajouter quelque chose de sorte que le coté puisse donner une racine
carrée.

Egaler encore la racine carrée du nombre absolu & la racine carree de
l'inconnue a partir de cette équation.

Si 'on ne peut pas parvenir ainsi a la solution, dans le cas de cubes ou de
bicarrées, cette valeur doit étre obtenue grace a la propre ingéniosité du
calculateur ! »

En traduction contemporaine, cela donne :

Soit ’équation:  a*x* +b*x=c.

On doit chercher deux nombres y et z tels que y*(a* x2+b*x)+z et
y *c + z soient des carrés.

La proposition de Bhaskara Il est y=4*qg et z= b?,

d'ot 4*a?*x? +4a*b*x+b’=4a*c+b’

d’ou (2*a*x+b)? =d4g*c+b*.

Q
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Voici quelques autres énoncés de Bhaskara II.

« Oh | Fille ! d'un groupe de cygnes,
7/2 fois la racine carrée était jouant
sur le rivage d'un plan d'eau.

Les deux cygnes absents s'ébattaient
amoureusement dans les flots.
Dis, quel est le nombre de cygnes ? »

(Voir document 27 — Texte original — en annexe.)
On obtient 1’équation : —;—* Jx + 2 =x. Bhaskara obtient les deux solutions 16

et 1/4 et ... bien sir rejette 1/4 !

« La cinquieme partie d’'une troupe de singes,
moins trois, élevée au carré était allée dans une caverne.
Un singe était en vue, grimpé dans une branche.

Dis combien ils étaient ? »

(Voir document 28 — Texte original — en annexe.)

La résolution de cette équation fournit les racines 50 et 5 (5 doit étre rejeté car
incongru dans le probléme). On constate que Bhaskara admet qu’une équation du
second degré peut posséder deux racines :

« Si (aprés extraction des racines) la racine carrée du terme absolu est plus
petite que le terme absolu négatif de I'autre coté, alors en prenant son negatif aussi
bien que son positif, deux valeurs de l'inconnue sont trouvées. »

« Des singes s’amusaient.
De la troupe bruyante,
un huitiéme au carré gambadait dans les bois.
Douze criaient tous & la fois au haut de la colline verdoyante.
Combien d'étres comptait la caste remuante ? »

Traduction de L. Rodet, 1878
(Voir document 29 — Texte original — en annexe.)

(%*x)2+0*x+12

0*x2 +1*x+0
Aprés quelques transformations, il vient (x - 32)? =16.Ici, 16 < 32 et Bhaskara
accepte les deux solutions 16 et 48.

« Vois cet essaim de mouches a miel.
De la moitié prends la racine;

Dans un champ de jasmin, cette troupe butine.
Huit neuviémes du tout voltigent dans le ciel.
Une abeille solitaire
Entend dans un lotus un frelon bourdonner :
Attiré par I'odeur pendant la nuit derniére,

il s’était fait prisonnier;

Dis-moi : quel chiffre atteint la troupe buissonniére ? »

Q]
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Document 30.

JTMEA TG o & o |
T 13 Q¢ W ¢ T T

~ LY
- ATYH HA STAT I
JTEAR YT & § ©
ATd ° ATo & &

- TATgEf gg@ AFTHN Ty
ufQE & e 97 FrERTuTS

AT 4 | &
mm..ﬁu

RTAQAH JTTATAAE ¢ TR TR
T ARIITIGET R
IR | T FEIHTY ARG R

Résolution par hindou Bhuskara (~11350) de
['équation éerite dans ies deux prem iéres lignes :
183 + Ox + O
16X + 9% + I8
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Chapitre 5: L’équation du second degré dans le monde arabe

Au carrefour de la mathématique grecque et de la mathématique indienne, les
mathématiciens arabes vont hériter des deux formes de pensée mathématique :

— de I’Inde : la numération décimale de position, I’écriture des « chiffres »,
I’algébre (celle-ci avec une légere perte d’ailleurs !)
— de la Gréce : le souci des démonstrations rigoureuses par voie géométrique.

Mohammed ibn Musa al-KHWARIZMI (780-850)

11 publie, en 830, le Al-Kitab al-muhtasar fi hisab al-gabr wa-l muqabala,
« Bref ouvrage sur le calcul de I’algébre et I’amuqabala »

Document 31.

« En algébre, on rencontre trois sortes de nombres :

— les nombres simples ou dirham (cf. drachme ou unité monétaire. Pensons
arupal)

— les « racines », «(gizr » » <4 ou « chose », « ga)’ » 7‘_}9’
Chose donnera en latin « res », en italien « cosa », en allemand « Coss »
« gizr » serait une traduction du sanscrit « mula » (racine d'un arbre,
d’'une plante, puis fondement, origine).

— les « carrés », « mal » J(. (le bien, le montant, le trésor, qui donnera
« Census », « CENSO », « Zensus »).

Le mot algébre vient de al-gabr J‘Uﬂ qui signifie « restauration, reboutement,
remise en place des os ».

Cette signification particuliére se retrouve :

— dans un texte anglais de 1561 : « This araby worde algebra sygnifieth as
well fractures of the bones, etc... as the restauration of the same. »

— dans un passage du chapitre XV du Don Quichotte de Cervantes: « En
devisant ainsi, les deux compagnons arriverent & un village, ou ce fut grand
bonheur de trouver un algébriste pour panser 1’infortuné Samson. »

Pour Al-Khwarizmi, par « al-gabr » il faut faire passer un terme soustractif
d’un, membre dans I’autre pour le rendre additif. Quant & « al-muqabala », il
s’agit de la confrontation ou de la suppression des termes identiques dans les deux
membres.

Vers I’an 1000, les termes « algébre » et « algébristes » prennent déja tout leur
sens classique : al-Hayyam (1048-1123) parle des « procédés de résolution de
’algébre et ... des algébristes ». Il faudra néanmoins un certain temps avant que
I’Occident n’accepte le sens contemporain du mot « algébre » dans :

Jean de Séville (1150) : « Alghoarismi de arismetrice »

Sacrobosco (1200-1256) : « Algorismus »

A. de Villedieu : «Carmen de algorismo» (en  vers
provencaux !)

R. Bacon (1250) : « Algebra q:ae est negotiatio et almochabala

quae est census »

Q



Maitre Benetto de Florence :  «tTrattato di praticha d’arismeticha» (506
folios ou I« algébre » occupe 3 livres sur 16)

Luca Pacioli (1494) : « Arte Magiore »

Ghaligai (1520) : « Une science inventée par un Arabe trés
savant du nom de Geber »

Cardan en 1545 : « Artis magnae sive de regulis algebraicis liber
unus »

Peletier en 1560 : « De occulta parte numerorum quan Algebram
vocant »

7 en 1561 : « Gebra und Almuthabula »

R. Bombellien 1572 : « L’algebra, parte maggiore dell’ Arithmetica »

Gosselin en 1577 : «De arte magna seu de occulta parte

numerorum, quae est algebra et almucabala
vulgo dicitur »
et...
en 1590, Frangois Viéte rejette le mot « algébre » car n’ayant aucun sens en
frangais et propose... « Analyse » !

Mais revenons a al-Khwarizmi :

Par « al-gabr » et « muqabala », on doit ramener toute équation du second
degré a une des 6 formes canoniques. Tous les termes doivent apparaitre comme
des grandeurs additives. Le coefficient du « Trésor » (coefficient du carré de
I’inconnue) doit étre égal a I’unité et pour ce faire : il faut diviser toute ’équation
par le coefficient du « trésor ».

Notre enseignement est bien hérité de I’algebre al-Khwarizmi ! (Pourquoi ne
pas reprendre la technique du Babylonien ?)

Les 6 formes canoniques d’équations sont :

1° « Des carrés égalent des choses » a*x? =b*x

2° « Des carrés égalent des dirhems » a*x’ =c

3° « Des choses égalent des dirhems » b*x=c

4° « Des carrés et des choses égalent des dirhems » a*x* +b*x=c
5° « Des carrés et des dirhems égalent des choses » a*x* +c=b*x
6° « Des choses et des dirhems égalent des carrés » b*x+c=a*x’

A c6té de ses « algorithmes » (non symboliques !), al-Khwarizmi fournit une,
parfois méme plusieurs, justifications géométriques inspirées des théorémes 5 et 6
du livre 1 des Eléments d’Euclide. Lorsqu’une équation admet deux racines de
signes contraires, il ne retiendra que la seule racine positive ! Rappelons, de plus,
que le symbolisme « & I’indienne » est perdu !

Document 32.

« Quant aux carrés et aux racines qui €galent le nombre, c'est comme lorsque
tu dis : un carré et dix de ses racines égalent trente-neuf dirhams.

Sa signification est que tout carré, si tu lui ajoutes I'équivalent de dix de ses
racines, [est tel que] cela atteindra trente-neuf.

Son procédé [de résolution] consiste a diviser les racines par deux, et c'est cing
dans ce probléme. Tu le multiplies par lui-méme et ce sera vingt-cing. Tu I'ajoutes a
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trente-neuf. Cela donnera soixante-quatre. Tu prends alors sa racine carrée qui est
huit et tu en retranches la moitié [du nombre] des racines et c'est cing. Il reste trois
et c'est la racine du carré que tu cherches et le carré est neuf. »

Al-Khwarizmi, L abrégé du calcul par le Jabr et la Muqabala, d’aprés
I’édition arabe de A.M. Masharata et M.M. Ahmad, Le Caire, 1968, pp. 18-19
Le nom d’al-Khwarizmi est & I’origine du mot algorithme.

Le texte décrit un algorithme de résolution de 1’équation x> +10x =39

Document 33.
= ~_ 41 ws;zamf.»g)ubof»;mu
llli B J X la_,).u)\;&,

Extrait du manuscrit de 1342

Document 34.

5 X

A
5X XX X 39
25 5X 5 25

|

Schéma qui illustre la technique de résolution du méme probléme.

'Q



Quant & I’équation x2 +21=10*x, elle apparait au XII' siécle, dans un
manuscrit de R. de Chester, sous la forme : « Substancia vero et 21 dragmata 10
rebus equiparantur », et dont la résolution, en frangais, est: « Par exemple : un
carré et 21 en nombre sont égaux a 10 racines du méme carré ». En d’autres
termes, que doit valoir le c6té d’un carré qui, quand 21 dirhems lui sont ajoutés,
devient égal a I’équivalent de 10 racines de ce carré ? La solution est : Divisons
en 2 le nombre des racines ; cette moitié est 5 ; multiplions celle-ci par elle-méme,
ce produit est 25 ; soustrayons de ceux-ci les 21 qui sont liés au carré ; le reste est
4 ; extrayons la racine: elle vaut 2 ; soustrayons ceci de la moitié des racines, qui
est 5, le reste est 3 ; ceci est la racine du carré que nous cherchions et le carré est 9.
Ou vous pouvez ajouter la racine 4 la moitié des racines ; la somme est 7 ; et ceci
est la racine du carré que vous cherchiez, et le carré lui-méme est 49. »

Document 35. ._.. e ..—-ﬁ_w -UU

! J",' ’_Lﬂ r‘.u-"'éﬂl

Y ’ : ; . . ot e o
s T b g i
Extrait du manuscrit de 1342

Document 36.

pAl XX

.

25

O

Explication « en forme de puzzle » de la résolution précédente
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Mais on constate par le texte suivant :

« Sache en outre que si tu divises en deux la racine, que tu la muitiplies par
elle-méme et que le produit est plus petit que les dirhems ajoutés au carré, alors
« falmas’ ala tu mustahila » « hunc quaestio est impossibilis », mais s’il est égal
aux dirhems, la racine du carré est égale a la moitié de la racine sans qu’on ajoute
quoi que ce soit ».

En symbolisme contemporain, cela donne :

dans x> +c=b*x

si (g)2 <c alors "impossible"

si (g)2 = ¢ alors la solution est %

Il s’agit de la premiére discussion liée au « signe du discriminant de 1’équation
du second degré » et d’une éventuelle « racine double ».

Tabit ibn QURRA (826-901)

Aprés al-Khwarizmi, Tabit ibn Qurra va montrer que les équations du second
degré se raménent a 3 formes canoniques au lieu des 6 et que les théorémes 5 et 6
du livre II des Eléments d’Euclide suffisent pour les résoudre. Il dira également
« Ce que nous (les géométres) faisons, s’accorde parfaitement avec ce qu’ils (les
algébristes) font. »

AI-SAMAWAL (?-1175)

Pour lui, « Il faut opérer sur les inconnues au moyen de tous les instruments
arithmétiques comme 1’arithméticien opére sur les connues. ». On tend dés lors
vers un abandon des justifications géométriques lors de la résolution des
€quations.

Citons enfin un dernier mathématicien arabe :

Abu-1-Hasan Ali Ibn Muhammad al QALASADI (Grenade ?,-Tunis 1486)

11 introduit un symbolisme et un signe d’égalité dans les équations :
(N.B. : il utilise la version « occidentale » des chiffres indo-arabes !)
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Document 37.

La ’
naoonnye x P
aw carré 4

).
Linconnve
v cube ”

&
Linconnve "2 W
x U’

s

Lo signe de sousfreshon ~, /)// .

o& 'Sfjne d:éd,t'k/ ”=// ’

u”w

x'sfox = 56 56 fo |

&

Vol :
z?-fx+ 2o @‘f ,
Py’
" ax’aizz 46
2 Uﬂ,u’ e ‘&"2,0_’
x"fo =2x ‘ Z'o

1446_3x, dlé] ""5:' \.d\"%
6xc? +2x = 9o ,IZ, 6

4z*+ 48 = 3z &z, c—"Sc—c
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Chapitre 6 : Des techniques arabes a la symbolisation contemporaine

Les techniques que I’on peut qualifier « d’indo-arabes » vont peu a peu
pénétrer 1’Occident au cours du Moyen-Age et progressivement donner naissance
a une écriture symbolique qui fut jusqu’il y a peu considérée comme I’algébre
classique.

Chiffres indo-arabes, recherche d’écriture symbolique, fusion des « trois cas »
de résolution des équations du second degré en un seul, tels seront les progres
apportés durant cette période.

Leonardo FIBONACCI (1170-aprés 1240)

« Primus enim modus est, quando census et radices equantur numero : ... Verbi
gratia : duo census, et decem radices equantur denariis trenti. »

11 s’agit de 1’équation : 2x? +10x =30

(Notons la présence de denariis, « deniers », monnaie du moyen age, cf. rupa et
dirham.)

Les techniques et les exemples numériques sont repris du traité d’al- Khwarizmi
ou des travaux d’Umar al-Hayyam. Les justifications géométriques proviennent
des théorémes 5 et 6 du livre II et des théorémes 28 et 29 du livre VI des Eléments
d’Euclide.

Paris, 15 siécle :  « Si quatuor res et tres censi coequantur cinque numeri ».
1490 : Nicolas CHUQUET (~1445-~1500) :

3. p12 egaulta 12.
.. reste .0. donc R’.0.
adloustee ou soustraicte
avec .2. ou de .2. monte
2. qui est le nob'. que I’on demande
Voici un début de symbolisme et surtout 1’acceptation du « zéro» comme

nombre a part entiére !, I’équation étant 3x2 +12=12x dont le « discriminant »
vaut 144 - 144=0.

1494 : Lucas PACIOLI (~1445-1517)

« Si res et census numero coequantur a rebus dimiidio sumpto censum
producere debes, addereque numero, cuius a radice totiens tolle semis rerum,
census latusque redibit ».

« Si une inconnue et son carré valent un nombre, aprés avoir pris la moitié des
inconnues, tu dois le mettre au carré et I’ajouter au nombre ; & la racine de cela,
enléve la moitié des inconnues et arrivera le carré et son coté. »

On retrouve ici « census » pour le carré, « radix » pour racine, « latus » pour le
cOté d’un carré.
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1514 : Gielis van der HOECKE

3 Se.+2Pri— X N. dit is gheliic 1
1l s’agit de I’équation 3x* +2x-4=1.

C’est la premiére apparition, aux Pays-Bas, des signes « +» et « - ».

1521 : Francesco GHALIGAI

c° pour cosa X
2
O pour censo X
m° pour meno -
poue pour piu +
- pour =

01 e32c°---320 numeri
x2 +32x =320

1567 : Christoff RUDOLFF (1500-1543)

Sit3zp2 n aequatus 5
pour 3x? +2x=5

Michael STIFEL (1486-1567)

Moine augustin, comme Luther dont il ne tardera pas a partager les idées de
réforme, ce mathématicien va connaitre une vie assez mouvementée : adepte de
numérologie, prédicateur hasardeux a propos de la fin du monde, il devra s’exiler a
plusieurs reprises. ~

Au sujet des équations du second degré, M. Stifel a I’impression de trouver —
enfin — une méthode unique de résolution des trois cas : c’est la célébre régle
« amasias ».

Voir le document 38, p. 34.

Hélas ! cette régle n’est pas unique puisqu’il faut (cf. quinto), dans certains cas
ajouter et dans d’autres soustraire !

CARDANO (1501-1576)

Il s’inspire de la régle « amasias » de Stifel et donne la régle suivante dans
I’Ars Magna en 1545
Querna, da bis
Nuquer, admi
Requan, minue dami

— Quema pour le type x* =ax+ N
— da bis car, dans la résolution, on doit ajouter deux fois
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- ’ ay2 L3
x= ((2) +N)+2

— Nuquer pour le type N = x? +ax
— admi car, dans la résolution, on doit ajouter, puis soustraire

= { a2 ]
x= ((2) +N) 5

— Requan pour le type ax=x>+N
— minue dami, car dans la résolution, on doit soustraire, puis ajouter ou

soustraire
a,., a
x=% (=) =-N)+—
1/((2) ) 5

. . a .

Notons que CARDANO signale que si (5)2 — N n’est pas positif, alors le
probléme est faux !

Les notations ne s’imposent pas nécessairement partout et de maniére
uniforme : ainsi, le mathématicien allemand Johannes SCHEUBEL, en 1551,
utilisera un symbolisme tres particulier.

Voir le document 39, p. 35.

« Prima » désigne le carré de I’inconnue car... c’est la premiére puissance que
I’on peut calculer avec I’inconnue x.

« Secundus » pour la troisiéme puissance car la deuxi¢me qui...

« Tertia » pour la quatriéme car ...

Robert RECORDE (~1510-1558)

En 1557, dans The Whetstone of Witte, il introduit le signe « =» avec une
justification liée au symbole du parallélisme.

Voir le document 40, p. 36.

Jean BUTEON ou Jean BORREL, en 1559, use de notations tres
particulieres :

10P6pP9C1OP3pP24 pour x* +6x+9=x+3x+24
Rafaele BOMBELLI (1526-1572)

En 1572, il écrit au sujet des équations du second degré :

. . Y , Y
L’inconnue x est notée par ], son carre x? par 2, p pour+, m pour -

CeDoP

1l reste donc toujours trois cas a traiter !, mais pour la premicre fois depuis

Bhaskara I1, la mise sous forme canonique sert de justification ;

1. « di Potenze e Tanti eguale a Numero » : « Le premier est celui-ci. Divise

chaque chose par la quantité de la puissance ; puis prends la moitié de I’« autant
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que » et son carré ajoute-le au nombre ; de la somme prends le coté et du coté

retranche la moitié de I’ « autant que ». Il restera la valeur de I’« autant que ».
2 1 2 1

VU U v
Soit & égaler 2 .p.12 4 32,seréduisanta 1 .p.6 a 16.

Puis prenons la moitié de 1’« autant que » et ajoutons-le au c6té de la puissance
1 1 2 1

.Y L. Y , v oV
Soit 1 cequifait |.p.3 dontlecarréest 1.p.6.p.9
2 1

v UV . .
Or nous voulons 1 .p. 6 ; par conséquent, nous ajouterons 9 aux deux parties,

2

v
1.

() ()
.6.p.9 égal a 25, et les cOtés respectifs sont égaux 1 .p.3
|

ce qui donnera 1.p

U
égal 4 5. En enlevant 3 de chaque partie ] égal a 2. L’« autant que » égale 2.

2. « Di Tanti e numero eguale a Potenza »
3. « Di Potenze e Numero eguale a Tanti »

2 1

. (&
1.p12 "=" §

1

()
m.4 2 _n 4
En bref, (11 )

. . . O . .
Mais on peut aussi avoir (4.m. 1) "=" 2, ce qui en enlevant le moins donne 4
1

(&
égala ].p.2 et!’« autant que » vaudra 2.

Terminons ce chapitre par une derni¢re proposition de notation, celle de
Guillaume GOSSELIN qui, en 1577, usera de

L pour « Latus », I’inconnue « x »

Q pour « Quadratus », le carré de I’inconnue

P pour «+»

M  pour «-»

Dot 12L M 1Q P 48 aequalia 144 M 24L P 2Q pour I’équation
12x — x* +48 =144 — 24x + 2x*.
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Text (fol. 140 v)
Beispiel (fol. 141 v)

13 acquatus 84 — 8¢

Prima@numem rddicum incipe, eumque
dimidiatum, loco cius pone dimidium il-
lius, quod in loco suo stet, donec con-
sumata sit tota vperatio. '

...pono — 4 loco — 8¢

Secundo. @hiph’ca. dimidium  illud
qu

pusitum, quadrate.
scilicet — 4 in — 4 fucit + 16

Terriu{éd& de ve&:btrahe iuxta signi ad-
ditorum, aut signi subtractorum, exigen-
tium,

84 + 16 = 100

Quarml ln! venienda est radix quadrata,

¢x summa additionis tuae, vel ex subtrac-

tionis tuae relicto.

/100 =10

Quinta. @Mé aut@hzrahe juxta siyni -

aut exempli tui exigentiam.

0—-4=6
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ALIVD EXEMPLYV M f
PRIMT CANONIS. SECYVYNDI CANONIS.
P, 1. N ra. pri.
4 =~ 3 ¢quales 2y 3 = 15 TQU. 4
Hic, quia maximi characteris nomerus non eft unitas, divifione,ut diGimy
eft, ci fuccurri debet. Veniuncautem facta diviione,
pri. n. N | 12, N prie
Q. 7 ®qU, L7 T 4 ZF equ. 4
tinfe 3z « 37 § infe. 20 4. izt
ueni. 33, Huiusra. Uenis 2392 Huiusra,
funt 7 £ minus £ func 6% plus 3
manent  y Ueniunc 7
radicisualor. radidsualor.

ALIVD TERTII CANONIS EXEMPLV M.
3 pti. -~ ay N xquales sz 1.

Ethic, quia maximi characteris numerus non eftunitas »divifione o fizccur.
rendum erit. Veniuncautem hoc facto,

pri. 4+ 37 N requales s

*f. infe. 9%, minus :37, maner 2§

N

wihe

de
Huius 1, qua. eft 13} { 4 8z, & manenty, uel proves
ad - .

niuntie Vrwerqpradicis ualor,quod examinari poteft.

Fia. 64.—Part of p. 28 in Scheubel’s Introduction to his Euclid, printed at
Basel in 1550.
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| 2
20

§
6.

The Arte

astheir fvokes doeertende ) to diffinee if onelp futo
tivoo partes. WWberesf the firke i, when one nomber is
egaaslle vuto one otber. AnD the feconde is, when one noms
ber is compared as egnalle ynto.2,0ther wombers,

Alivaics willpng you to remeber, that pou veduce
your nombers , to thetv lealte denominations , and
e T e

1o agatn,if pour on be foche, that the greas
teffe venomtwiation Cefike, be foined to any pacte of 5
compounde nombet , you fhall tourne it fo , that the
uomber of the greatefie figue alonez , maie Fandeas
egualle to the refte.

Anv this is all that ucadeth to betaughte , concers
npng this wooke.

(07:100)

Potvbeit,fo ealic alteratis of egastions. 3 Wl p3os

pounde a fetve criples, bicaufe the extraction of theie
sootes,naie the moe aptly bee wioughte. Andtoas
uoide the tedioule repetition of thele wooves: ise-
quallc to: J toill fette as 3 voe often i wooske tle,a
pafreof pacalleles, 02 Gemotve lines of sne lengthe,
thug:======, bicaule noe.2. thynges,can be nioare
equalle. Andnolvmarke thele nomberg.

14.50 oI5 §====x7 L4,

20,20 ;18 ===z 1 0 2.4\
26.%~—t+—10%p ===0.5o——J 052 ——213.8;
1920 —+—192.fum===] 0 F—t—1c8§—19%p

1820 =2 4. Pom==e 8 50— — 2.5,

34y 1259 ——40% —+—480§—09.3

RECORDE’S SIGN OF EQUALITY
From Recorde’s Whetstone of witte (1557)
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Chapitre 7: Un Brugeois remarquable !

Simon STEVIN

Dans son Arithmétiqgue, Simon Stevin va, par une voie audacieuse pour
I’époque, résoudre ce que ses prédécesseurs tentérent sans succés a plusieurs
reprises : la fusion des trois types de résolution des équations du second degré en
un seul !

Trois remarques préalables s’imposent :

S. Stevin utilise une terminologie, critiquée par Fr. Viéte, qui élimine le

langage « équations » au profit d’un langage « en termes de proportions », ainsi
2

m=§ pour x2 =q—-px
2

(p.:_a:% pour )C2 =px—q,
2
X __X LR

(px+q) P pour Xx px+q

ajoutant tacitement que dans ces proportions, numérateur et dénominateur doivent
étre égaux.

Les deux membres s’appellent « premier » et « second terme ».

L’inconnue est le «nombre algebraique quelconque » et constitue le
« troisieme terme ».

La notation que Stevin emploie dans ses démonstrations nous parait beaucoup
plus usuelle !

Q]



Son écriture, trés belle pour ’époque, s’inspire, semble-t-il, des notations de
R. Bombelli :
— linconnue « x » est symbolisée  par @
— son carré par @
— son cube par @

Ainsi, ’équation 4® + 2@ égale 4® + 2 représente 4x° +2x° =4x+2.

Ecoutons a présent S. Stevin qui nous rappelle I’évolution historique du sujet
telle qu’il la connaissait :

Voir le document 41, p. 39.

Examinons le livre LXVIII : la remarque initiale montre bien que le Brugeois
est parfaitement conscient de sa découverte !

Voir le document 42, p. 40.
Voir le document 43, p. 41.
Voir le document 44, p. 42.

Et enfin, le texte le plus remarquable :
Voir le document 45, p. 43.

Les deux lignes :

« A lamesme ajousté 2 premier en I’ordre faict .... 6 » (Cf. document 43)

« A la mesme ajousté -3 premier en ’ordre faict .... 2 » (Cf. document 45),
sont identiques « mot pour mot » et révélent la clé de la fusion des trois types de
résolution des équations du second degré en un seul :

« ajouter un négatif » = « soustraire un positif »

C’est la premiére fois, en mathématique, que les nombres négatifs sont utilisés
dans ce sens : grice aux négatifs, la soustraction se raméne a une addition.

C’est 1a le trait de génie de Simon Stevin, et comme le dit M.H. BOSMANS :
« Voici tout a coup que le grand géometre se redresse et va nous faire sentir la
griffe du lion ».
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268 L2 11.LIVRE DARITH.

DES INVENTEVRS DE CES
REICLES DETROISDLS
QVANTITEZ

2 s inuenteursde cesreiglesde wois des quand.

ez antefte.
. ®egale 1 @.
Mzhomet filz de Mofe Arabiende< Leurs derinatifs.

(@egalei®E.
Etquelque anthearincognu Leues deriuafifs.
Quelqueautre ambmrmoognu{gccgﬂ:ig %
Louys de Ferrare PegriQEETR.

Quant 4 Diophante, il femble qu'en fon temps les

inuendons de Mahomer aient fculement efte cog-
nues,comme (¢ peule calliger de fes fix premicrsliures;

Uefvrai 2::11 folue de merucillenfes gueftions,com-

me nons declarerons en fonlien, mais il conduict com-

" munement {cs operations par vne admirable fubtilité,
ainfi, que le premier & fecond terme, deviennent @ |

cgalcd @), ou leurs derivatifs, & aucunefois, mais ra-
rement,a 3 egalea O ©.
Les deriuatifs de @ egale 1@ @, inuentez par le

fufdict premier autheur incognu , (ont deferipts par

Lucas Pacciolo.

Quant aux inuentions du fecond autheur incognu,
Cardane fe dictles anoir tronnc par efcripr; mais
qu'elles neftoient point divulgees; Aufli que Scipio
Ferreus de Boloigne, aic tronuéﬁmmicr: {orte, qui

elt de @) egale 2O ©@; Auquel fuiucit Nicolas Tar-

ealia Breffian , inais par occafion de quelque difpuce
qu'il euft de ceite maticre,aucc Anronio Maria Flendo
Vepctien , difciple dudi& Scipio, en laquelle il dif=
cowura quelque chofe, par laquelle Nicolas le conie-
ctura, & trouu3; Lequelapres beaucoup de prieres de
Cardane: le Juid declairé, ce que lu dane citoiz
ﬁmdcn;‘mt, par lequelil cft vcn:c au tl'dc pluficurs
emonftrations etriques, de (J) egale 2 & (0@,
& leurs dcpcndagcncts.m dm ila dcfc:ipl;gvn liureintitu-
I& Ars magua.
Maisl'inuention de Louys de Ferrare cft n'agucres
divulgucy en langus lulienne par Raphacl Bombelle
grand Arichmericien de noftre temps.
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PROBLEME LXVIIL
Stunt donnez_tross termes,defquels k pre-
mmer 3, ltjccamf ©® @, le trotfrefme nem-
bre algebraique quelconque: Trouser lewr qua-
trie{me terme proportionel.

Nota. Le binomic du fecond werme donnéde
ce probleme fc peut rencontrer en trois differencesd

{cavoir:
O+6. uellesles antres en donncnt.u'lt:is
—D4+G. diucties operations , anfquels Michel

Stiffle 3 accommodé ce mot Amurfias.
O—@- & Cardane liure 10 chap. § ce carme,

QOguerna, dabis. Nuquer, admi, Requan, Minne dami.

Mais nous demonftrerons vne fenle manicre, par la-
( quelle fans varier d'vne fyllabe, I'operation fera en tou-
tes wois la mefine: Parquoi faut fgaucis que nous neles

appcllons pas Differences, en refpe& des operationss
car comme nous difons , Foperation et e?tpcmms la
mefmc; mais en refpet des diverfitez, de b2 difpofi-
tion des quantitez, du {econd terme donné,

&
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PREMIERE DIFFERENCE DE
SECOND TERME @~+Q.

Explication du demné. Soicut donnez tois termes
!'dan‘z: probleme tels: le premier 1 @), lefecond 4 @
~+ 13, leroificlme 1 (0. Explicationdurequis, 1l faut
ouver leur quatricfime reeme proportioncl.

Conilrailisn.
La moiticdec 4 (des 4 ®) et 2
Son quarré 4
Au mefme aioufté le @ donné quieft 12
Donne fomme 16
Sa racine quarrée 4
X A la mefme aioufté 2 premier cn M'ordre fict 6

I di que 6 eftle quatriefine terme proportionel requis.

Q)



Dz vorerATION.
TROISIESME DIFFERENCE
DE SECOND TERME D—(,

Explication dst donwé. Soicne donnez tois termes
felon le probleme tels : ke premicr 1 @), le fecond ¢ D))
— §yletroificfme 1 . Explication du veguis. 11 fane
trouuet leur quatriefme terme proportionel,

Confiraction,

Lamoitede 6 (des6 @) eft
Son |
Aumefme aioufté le @ donné,qui eft
Donac fomme
Sa racine
A 1a mefme sioufte 3 premier en Poedre, f2ict
pour maieure folution 5
Ouauarement foubftraict lediét 2 .de § premjeren
I'ordre(cequictt le propre de cefte roiflefine
difference, dont la raifon fera manifefte,parl'os -
rigince de ces conftiuctions firivantes)refte pour
moindre (olution 1
ledi que & 5 & 1 cft le quartricfme terme proportio-
nel requis. ' ﬁ S

[

3
9
-
4
b
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DEVXIESME DIFFERENCE,
pE scoMD FERME —D4+ .

Explication dwdonsné. Soicnt dannes trois wrmes fe-
lon be tels: be premies 1 @), le fecond —6 @
-+~ 16, lewoifiefme 1 0. Explicationdn veguis. Il faue

trouuer kewr quatriefine serme p

Ceniiraiiion.
umuede—s(da—s@g;g .
Son quarré (car— 3 par — 3 failt +-g) e 9
Anm:ﬁne:shaﬁeks'dmé,quleﬁg 16
Donne formme 2§

Sacacine

cpartbs 5
A s mefinc aionfte — 3 peemierenlocdre, faict 2

lediqmz_e&leqlnni:.lmcmew:nﬁa
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Chapitre 8 : Epilogue

L’histoire va, désormais, s’accélérer. Les notations vont devenir ce qu’elles
sont aujourd’hui. Les équations du second degré, ramenées a un seul type de
résolution, n’attendent plus que I’écriture définitive de « leur formule de
résolution ».

Frangois VIETE (1540-1603), en 1590, écrit I’équation 3x’+2x=5 de la
maniére suivante : 3 in A quad +2 in A aequantur 5.

On est loin de I’écriture sympathique de Bombelli et de Stevin ! En fait, les
textes de Viete présentés habituellement ont été « réécrits » par Van Schooten a
1’aide des notations en usage en... 1646 !

A. GIRARD (1595-1632), un admirateur de S. Stevin, en 1629, écrit la méme

équation sous la forme : 3Q)+2(1)=5
OUGHTRED (1574-1660), en 1631, I’écrira 3Z2q+2Z=5
HARRIOT (1560-1621), en 1631, 3.aa+2.a=—=5
HERIGONE, en 1634, 3a2+2a 2/2 5
DESCARTES (1596-1650), en 1637, Jyy+2y oS
WALLIS (1616-1703), en 1693, Ixx+2x-5=0
et enfin en 1700 3 +2x-5=0

. 2
Les graphies xx et X vont rester en concurrence pendant quelques temps
encore, alors que les puissances supérieures a 2 regoivent leurs notations
contemporaines x x etc.

xx chez Descartes, Huygens, Wallis, Newton, Rolle, Euler.

X chez Leibniz, Gregory, Pascal, Wallis et... Gauss

C’est Gauss qui, pour des raisons typographiques et esthétiques, adoptera et
imposera la notation x.

Dans I’4lgébre de MACLAURIN (1698-1746) parue en 1748, on peut lire :

1° Transportez tous les termes qui contiennent I’inconnue dans un membre de
I’équation et tous les termes connus dans 1”autre.

2° Si le carré de I’inconnue est multiplié par quelque quantité, divisez tous les
termes de 1’équation par cette quantité.

3° Formez le carré de la moitié de la quantité qui multiplie I’inconnue simple,
ajoutez-le dans I'un et ’autre membre de I’équation et par ce moyen le
membre qui renferme I’équation sera un quarré parfait.

4° Tirez la racine quarrée de I'un et I’autre membre, qui, dans I’un, fera
toujours I’inconnue avec la moitié de la quantité qui multipliait I’inconnue
simple ; de sorte qu’en transposant cette moitié, on aura la valeur de
I’inconnue.
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639.

Une équation de I'efpece dont il sagit ,
peut fe réduire , par le moyen de la divi-
fion, A une forme telle, que le premier
terme ne contienne purement qué le quarré
xx de l'inconnue x. On laiffera le fecond
terme du méme cOté ou eft x, & le terme
sonnu on le portera de Pautre cdté du figne
== Notre équation prendra de cette ma-
niere la forme xx+px=+g¢, ob p&gq
fignifient des nombres connus quelcon;ques i
pofitifs ou négatifs ; & tout fe réduit A pré-
fent 2 déterminer la vraie valeur de x. Nous
commencerons par remarquer que fi xx
~}px €toit un quarré effe&tif, la réfolution
n'auroit aucune difficulté , parce qu’il ne
sagiroit que de prendre des deux cétés la
racine quarrée,
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040.
Mais il eft clair que xx-}-px ne fauroit

étre un quarré , puifque nous avons vu plus
haut que fi une racine eft de deux termes,
par exemple x+7, fon quarré contient
toujours trois termes, favoir, outre le quarré
de chaque partie, encore le double du
produit des deux parties ; c'eft-d-dire, que
le quarré de x-}- eft xx—}2nx-4nn. Or
nous avons déjd d'un coté xx—+px , nous
pouvons donc regarder xx comme le
quarré de la premiere partie de la racine,
& il faut en ce cas que px repréfente le
double du produit de la premiere partie x
de laracine par la feconde partie ; par confé-

quent cette feconde partie doit ére Zp ,
& en effet le qyarré de x-}>p fe trouve

étre xx—-px— 2 pp.

CeDoP
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641.

- T 4 4 4
f)r xx —px ~+;7p étant un quarré rée}
qui a pour racipe x~-=p, fi nous repre-

nons notre équation XX + PX=4q, nous
n'avons qu’d ajouter de part & d’autre PP
, : , b
ce qui nous domfe XX —+-px -2 pp= o
PP ou le premier membre eft effe@ive-

ment un quarré , & ou I'autre membre ne |

renferme que des quantités connues. Si donc
nous prenons des deux ctés la racine quar-

1ée , nous trouvons X p:\/ (;PP+9);
& fouftrayant L p, nous obtenons x =

2

Pt \/%PP-}-q ; & comme toute racine
quarrée peut tre prife foit aflirmativement ’
Joit pégativement , nous aurons pour x
deux valeurs exprimées de cette manijere -

x=—1p+Vipp+.
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- 642, -

Voild la formule qui contient la regle,
d'aprés laquelle toutes les équarions du
fecond degré peuvent étre réfolues, & il
fera bon d'en imprimer la fubftance dans la
mémoire , afin qu'on n'ait pas befoin de
xépéter A chaque fois toute Iopération que

‘nous venons de faire. On pourra toujours
ordonner I'équation, de fagon que le quarré
pur xx fe trouve d'un feul cdeé, & qu'jlinﬁ
I'équation ci-deflus ait la forme xx—=—px
¢, oit 'on voi alors fur le champ que

F=—ipEV Pt

CeDoP
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LLes nombres positifs sont écrits dans la numération alphabétique grecque :

108. LA NUMERATION ALPHABETIQUE GRECQUE
(Réf : Guatel. ifrah)
1 A a Alpha 1000 ‘A | Pour écrire les milliers, on
2 B b Bem 2000 ‘B reprend les letires des unités
k] r v Camma oo T ¢t on leur ajoute, en géncral &
4 A D Dela 4000 'a | gauche, le signe °.
5 E ¢ Epailon 5000 'E
6 [ <€ Digamimna 6000 T
7 2 C Dzéta 7000 2
8 H n Em 8000 °H
9 e o Théta 9000 ‘e
a =
10 I loa 10000 M | Pourécrire les dizaines de
] milliers, on utilise le signe M
20 K « Kappa 20000 M | (Myriade : Mupioy), et on le
Y surmonte de la lettre corres-
Jo A A Lambda 30000 M | pondant au nombre de ]
[ dizaines de milliers.
40 M Mu 40000 M Apres 90 000, on poursuit de
t Ia méme maniére. ¢
50 N v Nu 50000 M 1o
. Ainsi: M 110000
60 T ¢ Ksi 60000 M &
4 On peut aller jusqu'a
70 0 o Omicron 70000 M . Y, J
" 99 990 000 M £
20 n = Pi 80000 M
[}
90 G ° Koppa 90000 M 1
R
100 P »p Rho ¥
200 I o Sigma Quelques exemples :
300 T 1 Tau - — - -—
400 Y v Upsilon B F 2k ¥ Az 86 m |
500 ¢ ¢ Phi — —_— —
600 X x Khi 125 PKE 364 T=a 1475 °AYOE
700 ? v Psi
800 0 w Omég (Pour distinguer les lestres-lesires et Jes lettres-
900 m ) San chiffres, on surmonte celles-ci d'un petit trait) |
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