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Premiére Partie
ENSEMBLES, NOMBRES ET PUISSANCES

1. BNSEMBLES
1.1. Introduction aux ensembles

Beaucoup de maitres doivent encore se demander pourquoi il
faudrait étudier les ensembles pour étudier les nombres. Disons alors
que cette étude est nécessaire parce qu'en voulant faciliter une meil-
leure compréhension du concept de nombre dans I'apprentissage de
I'enfant, il faut que la voie qui y conduit permette de déconvrir les
différents aspects de ce concept.

Dans notre monde moderne, il nous faut aider les jeunes 4 compren-
dre comment les choses s’etmboitent les unes dans les autres, car le
monde augmente trés rapidement en complexité et il faut ajuster
entre elles des situations de plus en plus complexes. Le nombre
n'y fait pas exception. Le nombre est un concept trés complexe et,
pour apprendre 3 adapter entre eux les éléments conceptuels gui le
constituent, il faut d’abord connaitre ces ééments. L'un de ces é1¢é-
ments, c'est la notion d’ensemble. Les nombres sont des propriétés
des ensembles, Par exemple, le nombre 2, le nombre 3, ou tout autre
nombre, ne peuvent pas &tre appligués 4 des objets uniques. Il est
dépourvu de sens de parler d’une table 2 ou d’une maison 3. On peut
parler d’une table ronde, d’une maison carrée, pas d'une maison dewx.
On parle de deux maisons, Cela veut dire que deux se rapporte & un
ensemble de maisons.

Les premiéres expériences des enfanes, 4 ’école, devraient compor-
ter des expériences A propos d’ensembles. Ils devraient discuter entre
eux et avec la maitresse de ce gu’est un ensemble d’objets. Un bon
point de départ pour cette discussion serait de parler des « ensembles »
gqu'ils peuvent aveir chez euX, mais sans prononcer d’abord le mot
d’« ensemble », dont ils ne connaissent pas encote le sens, Trés vite,
les enfants parleront de leur jeu de cubes, de leur train, d’un jeu de
cartes — les Sept Familles -, d’une collection de timbres, et ainsi de
beaucoup d’autres choses avec lesquelles ils jouent.. On pourra alors
discuter avec eux pour découvrir combien il y a de mots pour parler de
ces séries, de ces collections, de ces jeux ; on parlera de tas, de piles,
et j'ai vu de trés jeunes enfants suggérer jusqu'i deux douzaines de
mots différents. On Jeur dira alors que tous ces mots peuvent aussi
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bien faire 1’affaire, mais qu’aprés tout il vaut mieux n’en prendre qu'un
seul ; comnme cela, tout le monde saura de quoi on parle. Et comme,
dans tous ces cas, il s’agit d’objets, de choses qui « vont ensemble »,
ofi peut les amener 4 comprendre ce dernier terme. En pensant aux
ensembles, les enfants penseront d’abord & ceux qui groupent des objets
qui ont quelque chose de commun ou 4 ceux qui ont la méme utilisa-~
tion. Par exemple, I'ensemble train, ou 'ensemble de tables, ou peut-
étre lensemble des enfants de la classe, ou encore ’ensemble des
enfants de la classe qui ont les yeux bleus. Dans chacun de ces cas, les
&léments de Pensemble ont ou bien quelque chose de commun en ce
sens qu’ils ont la méme propriété, ou bien le méme usage, ce qui est
encore, en fait, une propriété L,

Ainsi, dans ce cas, nous urilisons le mot « ensemble » pour désigner
une collection d’objets ayant la méme propriété | nous avons d’abord
songé & la propriété, puis nous avons rassemblé les objets qui la pos-
stdent. Mais ce n’est pas 13 la seule manitre dont on peut utiliser la
notion d’ensembie. On peut aussi prendre une certaine personne, un
crayon, une ville, une boite, un arbre, une fleur et une pierre, et les
considérer comme constituant un ensemble, Les éléments de celui-ci
ne possédent aucune propriété commune reconnaissable, sinon que
parun acte de volonté nous avons décidé que dorénavant ils formeraient
un ensemble 2. On se trouve 1A A un niveau peut-&tre un peu plus arti=
ficiel de la pensée en matitre d’ensembles; aussi est-il sans doute
préférable de ne pas aller trop vite. Ce qu'il faut en tout cas que le
maitre comprenne bien, ¢’est que la notion d’ensemble n’implique pas
nécessairement Iexistence préalable d’une propriété commune. Par
contre, il est courant de parler d’un ensemble d’objets dis lors que
ceux-ci la possédent.

1.2. Appartenance et non~appartenance & un ensemble

On remarquera que déji la notion d’appartenance s'est glissée dans
la discussion. Comment savons-nous ¢u'un objet appartient ou wap-
partient pas 3 un ensemble? Qu’une certaine personne, gu’un certain
objet est ou #’est pas membre, élémenr d’un ensemble? Er, en tout cas,
ou cherchons-nous ces &léments ? I.’univers est trés vaste, et si nous
cherchons partout, nous ne gserons jamais siirs d’avoir — ou de ne pas
avoir — la totalité des éléments d*un ensemble, Aussi réduisons-nous
normalement 'wpivers 3 une petite section de univers réel, Par
exemple, si nous parlons des enfants blonds, nous pensons générale-
ment aux enfants de ’école, voire 4 ceux de la classe ot nous ensei-
gnons. Dans ce cas, ce sont les enfants de Pécole ou ceux de 1a classe qui
constituent I'univers restreint. Ou encore, supposons que nous ayons

1. On dit que Pensemble est « défini en compréhension » ; mais il va de
soi que cette terminologie ne sera pas proposée aux enfants de cet dge.
2. Ensemble ¢ défini en extension o,

un certain genre de perles. Nous pouvons dire : « Pensons aux petles
rouges ». Nous ne pensons pas 4 toutes les perles qui existent en ce
monde ou qui pourraient méme exister dans d’autres mondes, nous
pensons seulement aux perles rouges qui sont dans la boite devant
nous. Certaines sont rouges, d’autres ne le sont pas. Nous disons aux
enfants : « Pensez 2 Pensemble des perles rouges » Ce que nous vou-
lons dire, c’est: « Pensez 3 la collection de perles rouges que vous
poutrriez faire avec les perles qui sont dans la boite ». Ainsi, Punivers se
trouve restreint aux perles qui sont dans la boite, et ’ensemble que
nous avons choisi a pour éléments les perles rouges prises dans cette
boite. Restreindre 'univers 2 ce qui est pratiquement manipulable est
inévitable si I'on parle des ensembles en termes concrets. Mais, bien
entendu, si on adopte la seconde méthode de constitution des ensem-~
bles, c’est-a-dire celle qui consiste A considérer certains abjets comme
appartenant & un ensemble par définition, it n’y a plus besoin d’uni-
vers, Il nous suffit de dire : « Prenez ceci. Et cela. Et encore cela #. Lors-
que nous avons fini de dire ce que nous voulons, notre ensemble se
trouve constitué. Ce que nous ne savons pas, c’est Pétendue de ce qui
TWappartient pas & notre ensembie. Cela peut nous laisser indifférents,
jusqu’au morment oi nous en venons 3 effectuer sur notre ensemble des
opérations pour lesquelles nous avons besoin de savoir quels sont les
€léments de I'univers qui ne sont pas des éléments de notre ensemble.
Et c’est précisément Pune des opérations que nous aurons 3 examiner
au cours de notre étude des ensembles,

Aussi le premier point & aborder, dans notre étude des ensembles,
doit-il &tre celui de I'appartenance et de la non-appattenance 3 un
ensemble. Montrons d’abord clairement aux enfants qu’il faut décider
du choix d’un univers. Ainsi, 4 chaque legen, il pourra y avoir une
petite discussion : quel univers allons-nous prendre aujourd’hui'?
Par exemple, on décidera que c’est celui de rous les enfants de la classe.
Dans ce cas, on n'y compte pas le maitre. Ou encore, c'est celui de
toutes les personnes de la classe, et alors le mairre v est compris. Ou
encore, on peut décider que ¢’est celui de toutes les créatures de Ia
classe. §%il y a un oiseau, ou quelques souris blanches, ou d’autres &tres
vivants, qui ne sont pas des personnes, dans la classe, ils feront aussi
partie de I'univers. Puis les enfants vont nommer des propriétés. Par
exemple, toutes les créatures lentes, ou tous les gargons, ou tous les
animaux méles pourraient appartenir 3 notre ensemble. On pourra
ensuite les faire tous aller dans un méme coin de la classe, et on verra
alors clairement que toutes les créatures qui sont dans ce coin appar-
tiennent bien 4 ensemble des « gargons » de la classe et que celles qui
ne sont pas allées dans ce coin n’appartiennent pas 4 I’ensemble des
«gargons » de la classe. Puis, un enfant va peur-étre suggérer une
autre propriété, par exemple « les créatures dgées de six ans ». Dans ce

1. Il est vivement conseillé de coordonner ces discussions avec I’étude
d’un ¢« centre d’intérét » ou la mise au point d’un « texte libre »,
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cas, quicongue aura six ans appartiendra 4 'ensemble et quiconque,
enfant ou animal, n’aura pas six ans n’y appartiendra pas. Selon toute
probabilité, il n'y aura pas d’animaux aussi ﬁgés_ dans la classe’:, d_e
sorte que I'ensemble se trouvera limité aux humains alors que l}um—-
vers contient encore des animaux. Ainsi, ce sont les enfants dgés de
six ans qui constitueront Iensemble, tandis que les enfants de cinc_; ans,
ou de plus de six ans, et les animaux constitueront le reste de 1'univers.
On donne alors un nom & ce qui reste de l'univers par rapport
4 l'ensemble choisi, et on apprend le mot aux enfants. Ce mot,
c'est complément. Le complément de I'ensemble, C’est }a partie de
P'univers qui ne constitue pas I'ensemble. Par exemple, si on pense &
I’ensemble des perles rouges de la boite, I'univers étant formé par tou-
tes les perles de la boite, le complément de ’ensemble des perles rouges
est I'ensemble des perles qui ne sont pas rouges. Il y en a peut-étre des
bleues, des jaunes, des vertes ; toutes réunies, elles forment le complé-
ment, c’est-a-dire Pensemble complémentaire de celui des perles rouges.
Ainsi, I'appartenance et la non-appartenance i un ensemble condui-
gent-elles A Pidée des ensembles et de leurs compléments. On pourra
méme se demander ce qu'est le complément d’un complément.
Prenons Pensemble complémentaire, des perles non-rouges de la boeite.
Quelle est la partie de "univers, c’est-d~dire la partie de 'ensemble de
toutes les perles de la boite, qui ne fait pas partie des pt_:.rles non-rouges ?
1l ne faudra pas longtemps pour que les enfants disent: « Eh bien,
ce sont les perles rouges, tiens! » Ainsi, le complément du complément
d’un ensemble, c’est cet ensemble lui-méme. Les perles non-nor-
rouges, ce sont les perles rouges, naturellement. )

Nous suggérons de faire ces jeux au niveau des attributs quand on
utilise les blocs logiques et leur matériel associé. Le jeu de la négation
est un de ces jeux ol les enfants sont incités a séparer ¢ l’ensemble. des
choses que j’ai » et « 'ensemble des choses que je n’ai pas». Et « sl un
bloc est dans mon ensemnble, il ne peut pas étre dans celui de mon
voisin » Bt encore ¢ §'il n’est pas dans mon ensemble, alors il faut qu'il
soit dans celui du voisin. » Ces considérations forment la base du jeu
de la négation. Aussi faut-il peut-étre associer les considérations rela-'
tives aux ensembles et 3 leurs compléments aux considérations qui
émergent pendant qu’on joue & la négation, au i_eu de l’.objet caché
et & tous les autres jeux basés sur Iidée que ¢ ceci appartient & ce lot
et par conséquent ne peut pas appartenir au reste de la boite », et
ainsi de suite,

1.3. Symbolisme des ensembles

Les maitres n’ont pas toujours conscience du fossé profond qui existe
entre Vexpérience des enfants et 'expression syrgboli.que de cette
expérience, Certes, lorsquun enfant arrive & I’école, il sait Qarler, mais
il le fair inconsciemment. Il ne joue pas effectivement le jen dont il
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parle ; aussi, quand il en parle, le fait-il par Pintermédiaire de symboles,
c’est~-3-dire de phrases composées de mots qu’il sait utiliser avec beau-
coup d’efficacité. Le langage est une forme trés complexe de symbo-"}
lisme par lequel une quantité énorme d’informarions peut &tre trans-
mise d’une personne 3 une autre. Un enfant de cing ans est tout 3 fait
versé dans Part de transmettre cette information, car il g’est entrainé 3
I'apprendre. Pour satisfaire 3 ses besoins, il a, si l'on peut dire, été
contraint d’apprendre ce langage. L’effort a été payant puisque, grice
4 ce langage, il peur dire 4 sa mére qu’il veut ceci ou cela, ou qu’il
n’aime pas telle ou telle chose, et ainsi de suite. I] est évident que c’est
pour lui d’une importance capitale. En mathématiques, nous donnens
& utiliser 4 l'enfant un autre langage, qu’il n’a aucune hite d*uriliser,
parce que les expériences que ces symboles décrivent lui sont par trop
étrangéres. Mais si I’on fournit aux enfants un nombre suffisant d’ex-
périences créatrices ¢t qu’en les vivant ils apprennent le genre de con-
cepts que symbolise le langage mathématique, il est certain qu’ils
finiront par acquérir de I"agilité A utiliser ce systéme de symboles tout
comme ils en ont acquis 4 manier leur langue maternelle. Mais il faut
bien se rendre compte que ’acquisition d’un tel systéme de symboles ne
se fait pas en un jour. Le développement du langage chez les enfants
s’¢tale sur plusicurs années. I est aussi la conséquence de la formation,
dans leur esprit, d’un cértain nombre de concepts ef, une fois cette
formation acquise, de l'association, 3 ces concepts, des expressions
correspendantes. Par exemple, des mots comme « avant », « aprés »,
¢ entre », « au-dessus de », ¢ au-dessous de », « et », «si », ¢ & moins que »
ne se sont établis dans 'esprit de U'enfant qu’aprés de nombreuses
expériences de situations symbolisées par ces termes. Aussi ne nous
faut-il pas nous attendre & ce quun systéme compiet de symboles
logiques et mathématiques s’y amarre solidement du jour au lendemain,
Il nous faut une trés grande patience, afin que méme les enfants les plus
lents aient 'occasion de passer par un nombre suffisant d’expériences
variées, qui leur seront indispensables avant que le symbolisme mathé-
matique prenne pour eux toute sa signification. Sinon, ce symbolisme
ne leur apportera aucune information profonde sur ce que les mathé-
matiques représentent réellement: ce ne sera gqu’une collection de
formules soigneusement apprises par ceeur en vue de répondre correc-
tement aux examens et d’obtenir de bonnes notes.

Tel est certainement le cas en matitre d’ensembles. Supposons que
les enfants aient discuté d’ensembles pendant quelque temps et que
I'un d’eux dise : « Tiens, celui-13, il était hien! Si on le faisait encore
demain? », La maitresse pourrait alors dire : « Qui, ¢’est une bonne
idée. Mais comment va-t-on s'en souvenir?» Il s'agit peut-étre
d’enfants qui ne savent pas encore écrire. « Si on le dessinait? » dira
un des enfants. Supposons qu’il s*agisse de tout Pameublement de 1z
classe : on va dessiner le bureau de la maitresse, sa chaise, les tables, les
bancs, Parmoire, les étagéres, ctc... et on aura ainsi une représentation
symbelique de Pensemble de meubles considéré ce jour i Alors les
enfants n’oublieront pas, le lendemain, sa composition exacte 3 ils
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pourront méme le regarder le soir 4 la maison, parce qu’ils Pauront en
symboles sur un bout de papier. Mais artention! Ce n’est pas Pensemble
Tui-méme qui est sur cetee feuille, c’est un ensemble de symboles repré-
sentant les éléments de I'ensemble étudié, I1 est évident que l'image de
la table n’est pas la table elle-méme. Elle n’a que la valeur d’un sym-
bole destiné 2 nous tappeler que nous pensions i la rable. De méme
pour les autres éléments. Jusqu'a présent, nous n’avons qu'un conglo-
mérat de symboles correspondant aux divers ¢léments constitutifs de
’ensemble. Mais nous n’avons encore porté sur le papier aucune indi-
cation, aucun signe rappelant que ces éléments sont considérés, dans
leur totalité, comme formant un ensemble. 11 existe un symbole & cet
effet : ce sont les accolades { }. Aussi pourrions-nous mettre une acco-
lade & un bout du papier et une accolade 4 Pautre bout. Entre ces
accolades, nous pourrions faire les petits dessins représentant les diffe-
rents éléments de ensemble. Nous voild done, peut-&tre, en présence
de notre premiére représentation, de notre premier systéme utilisable
pour un ensemble. Les enfants seront tout heureux de faire des petits
dessins représentant les éléments et de dessiner le symbole de I'en-
semble pour marquer le fait que dorénavant nous considérons certains
éléments comme constituant un ensemble.

Bien entendu, il n’est pas nécessaire de représenter tous les éléments
de Pensemble. $’ils sont trés nombreux, ce ne serait gudre praticable.
Torsque les éléments d’un ensemble sont trés nombreux, il v a de
fortes chances pour que ce dernier ait été défini par un attribut que
tous les &léments doivent posséder pour en faire partie, Par exemple,
les perles rouges de la boite. Dans ¢e cas, nous pourrions, encore, poset
nos accolades et, & Uintérieur, tracer une ligne rouge indiquant, par sa
couleur, qu’on pense & des objets rouges, et on pourrait méme ajouter
au dessus le mot « perles » si on sait déja 'écrire. Meitre un mot, c’est
entrer déja dans un autre systéme de symbolisation. Une ligne rouge,
I'image d’une table sont des symboles parlants immédiats, correspon-
dant immédiatement & Pidée que U'enfant se fait des éléments de notre
ensemble, Si on écrit le mot « perles » dans nos accolades, on recourt
3 un symbolisme qui n’est nullement illustracif au sens ot P’étaient la
ligne rouge ou les petits dessins, rappelant, par la couleur ou les
formes, des perles ou des meubles. Les lettres qui composent le mot
p erles ne rappellent en rien des perles, et on entre dans une forme
de représentation nettement différente. Cette forme, les enfants I"ac-
cepteront parce qu'ils ont déja un langage. Aussi bien ne s’agit-il que
d'un autre mode de communication du langage, le mode édcrit par
opposition au mode parlé. La plus grande partie de la difficulté de la
transition de la représentation illustrée & la représentation verbale se
trouve écartée du simple fait que I’enfant a déja appris 3 parler. Et
puisque nous voila préts A employer, comime représentations symbo-
liques, des mots, il n’y a plus besoin de tracer uxne ligne rouge. Autant
employer le mot « rouge » et écrire entre accelades {perles rouges} ou
encore, si on emploic les blocs logiques, {blocs rouges} ou {carrés
rouges} ou {triangles bleus minces} ou tout autre attribur qui, dans le
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cadre de Uensemble universel des blocs Iogiques, permetiea de définir-
un ensemble.

1.4. Ensembles et attributs

Les enfants ne sont pas longs & imaginer des actributs de plus en plus
compliqués pour définir des ensembles. Bien entendu, soulignons qu’il
est indispensable de définir un univers avant de définir des ensembles
en fonction d’attributs. Il faut savoir de quoi on parle avant de dire que
parmi les choses dont on parle on va penser 4 un certain ensemble tel
que cehr des blocs rouges parmi tous les blocs logiques, ou de tous
les enfanrs blonds parmi tous les enfants de la classe, ou de 1'école, et
ainsi de suite. Ces attributs deviennent progressivement plus com-
plexes. Par exemple, on peut penser non pas simplement aux enfants
blonds, mais & ceux des enfanis blonds qui ont des chaussures noires
et des vétements rouges, ou aux filles qui ont 4 la fois les cheveux
frisés, les yeux bleus, la chevelure blonde et ainsi de suite, On peur
ainsi empiler attributs sur atcributs et créer de nouveanx attributs,
c’est-2-dire des artributs composés & partir d’attributs simples. Clest
14 un exercice que les enfants trouveront trés amusant, et ils trouveront
un grand plaisir 3 imaginer des attributs toujours plus compliqués. Au
bout du compte, si les atrributs sont assez compliqués, il peut arriver
qu’il n’existe dans T*univers choisi aucun &ément y correspondant.
Supposons, par exemple, qu'on prenne l'univers des enfants de la
classe et qu'on veuille en isoler les filles bliondes, bouclées, aux yeux
bleus ayant aussi des chaussures noires et un cardigan vert. Il peut trés
bien se faire qu’il o’y ait dans la classe aucun enfant satisfaisant &
toutes ces conditions. Il peut méme se faire qu’on n’ait pas besoin
d’aller chercher des attriburg augsi compliqués pour ne trouver aucun
¢lément, En tout cas, on a un — ou plusieurs — attributs et, en un sens,
il faut bien qu’il y ait un ensemble leur correspondant, méme s'’il ne
comporte aucun élément, Un tel ensemble est dit ensemble vide. 11 est
vide parce qu’il ne contient aucun élément. Et Pattribut est tel qu’avcun
membre de univers ne posséde un tel attribut et il définit, par con-
séquent, un ensemble vide dans un certain univers. Il est tout & fait
possible qu’en passant dans un certain univers notre attribut définisse
un ensemble qui ne sera pas vide. La notion d’ensemble vide est une
notion trés importante pour les enfants ; il faut qu’ils la posstédent bien,
car lorsqu’ils en viendront & Pétude des nombres, c’est le nombre
d’éléments dans Pensemble vide qu’ils désigneront par le nombre zéro,
Et c’est parce que les enfants confondent le nombre zéro avec rien
qu’ils se heurtent plus tard & certaines difficultés en mathématique.
L’ensembie vide n’est pas lui-méme zéro. L’ensemble wide a la
propriété zéro. D¢ méme qu'un ensemble de deux enfants a la propriété
deux. L’ensemble de deux enfants #’est pas en lui-méme la propriété
deux. Il a seulement la propriété deux. Un ensemble vide peut étre
symbolisé par une paire d’accolades sans rien dedans { }. Ainsi, par
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exemple, nous pourrions dire que, dans l'univers des blocs logiques,
les carrés qui sont en méme temps des ronds forment un ensemble vide,
de méme gue les rouges qui sont en méme temps bleu, ou les épais qui
sont minces, et ainsi de suite. Symboliquement, on peur écrire

{carré rond} = {}
et ainsi de suite.

1.5, L’idée de similitude on d’dgalité

Qu’est-ce que I'on considére comme semblable ? La question est trés
difficile. Il est bien évident que deux objers distincts ne peuvent pas
érre le méme objet. Aussi guand on dit que cette assiette est la méme
gue celle-la, on ne veut pas dire qu’il s’agit de la méme assiette. Ce
gqu'on veut dire, c’est que certaines propriétés des deux assiettes sont
les mémes. Elles peuvent avoir la méme couleur, la méme forme,
le méme poids, le méme dessin, éire de la méme matidre et, en
définitive, étre semblables de bien des fagons différentes. Mais ce sont,
tout de méme, deux assiettes différentes, C’est peut-étre une vérité
de La Palisse, mais qu’il faut bien comprendre, si on veut atriver 2
dégager le sens du mot « méme », qu'un objet n’est, et ne peut &rre
identique qu’a hii-méme! Tout pareillement, un ensemble d’objets ne
peut dtre le méme ensemble que s’il contient les mémes objets, c’est-
a-dire les mémes éléments : ceux-ci peuvent &tre arrangés dans un
ordre différent. TIn ensemble d’objets demeure, en soi, le méme si les
éléments, sans changer intrinsdéquement, ont changé de place ou
d’ordre.

Ainsi, un ensemble d’objets, ¢’est-A-dire un ensemble d’éléments
quelcongques d'un ensemble quelconque, peut-il seulement étre
« le méme » que Pensemble constitué par ces mémes éléments. Il peut
ici se produire une légére confusion, du fait que lorsque nous dessinons
la représentation d’un ensemble, on ne voit pas toujours clairement
quels sont exactement les objets que nous représentons effectivement.
Supposons, par exemple, que nous ayons dessiné un arbre et une
maison et que nous mettions ces deux dessins entre accolades, puis que
nous disions que cet ensemble est égal 3 un ensemble formé par un
arbre et une maison, mis entre accolades. Qr, cela peut ne pas étre vrai.
Ce sera vrai si Parbre de la premitre image représente exactement le
méme arbre que celui de la seconde image, si la maison de la premiére
image représente exactement la mé&me maison que celle de la seconde
image (et non une maison semblable). Dans ce cas, il sera vrai de dire que

{arbre, maison} = {arbre, maison}
ou encore, bien siir

{arbre, maison} = {maison, arbre}
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étant donné que l'ordre dans lequel les éléments sont énumérés est
sans importance. 1.’absence d'incidence de 'ordre des éléments sur
Pidentité d'un ensernble est connue sous le nom de conservation des
ensembles,

Si, par contre, I'arbre de l'un des dessins représente un certain
arbre, et que 'arbre de autre dessin représente un autre arbre, méme
¢’ils sont dessinés exactement de la méme maniére, le premier en-
semble n’est plus le méme que le second, car la composition du pre-
mier ensemble n'est pas la méme que celle du second. Il se peut trés
bien qu’il faille beaucoup de discussions avant que les enfants com-~
prennent clairement que lorsqu'on patle de « méme », il ne s’agit pas
des images des objets, mais des objets eux-mémes. Si on dessine un
arbre 4 un bout du papier et un autre arbre & un autre bout, si res-
semblants qu’on les fasse, ils ne représenteront le méme arbre que par
un acte de volonté de notre part, clairement manifesté. 8i, soudain,
nous pensons 4 I'un des deux dessins comme représentant un arbre
de notre jardin et A autre comme représentant un arbre du square d’en
face, alors le premier des deux dessing n’est plus « égal » au second.

Nous pouvons recourir A I'idée d’égalité des ensembles pour indi-
quer que certains ensembles sont vides. Par exemple, nous pourrions
écrire .

{cercles carrés} = {  }

Cela signifie que Pattribut ¢« cercles carrés », appliqué 4 1"univers des
blocs logiques, ne s’applique en fair 4 aucun élément. L’attribut
« cercles carrés » définit I'ensemble vide dans notre univers. De méme
« Touge bleu », et ainsi de suite. Ou encore, on peut employer le signe
égale pour marquer Pégalité entre la définition d’un ensemble par cer-
taing attributs et la définition d’un ensemble par la notation symbolique
de tous les éléments de cet ensemble. Par exemple, 4 propos de blocs
logiques, nous pourrions dire :

{ronds épais rouges} = @ @

T Hy

De ceite maniére, les enfants saisiront que les définitions d’ensembles
sous forme d’énonciation du genre de choses qu’ils contiennent peu-
vent &tre équivalentes aux définitions d’ensembles sous forme d’énu-
mération exacte de ce qu’ils contiennent. La premidre est une définition
par attributs. Nous disons gue nous voulons considérer dans notre
ensemble tous les éléments de notre univers qui sont comme ceci et
comme cela. Dans la seconde définition, nous disons : « Nous voulons
considérer dans notre ensemble tous les membres de notre ensemble »,
Si, dans chaque cas, nous réugsissons & définir exactement le méme
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ble d’cbjets, nous pouvons metire un signe égale entre Pegi~
zﬁe&e défini plar I:es attrib?nts et Yensemble défini par é_numéranon des
&léments. Par exemple, supposons qu’il ¥ ait juste trois ﬁll_es blon_des
aux yeux bleus dans la classe, et qu’elles s’appellent Valérie, Rosine,
Catherine. Nous pouvons alors dire

{filles blondes aux yeux bleus} = {Valérie, Rosine, Catherine}

Les instituteurs n’auront pas de mal 2 imaginer des exercices pour
permettre aux enfants de pratiguer ces équivaleng:es. Ils pourr?nt, par
exemple, faire des jeux dans lesquels un premier groupe ‘d enfsf.nts
énumére certains camarades tandis qu’un second groupe doit ‘dewne:c
quels sont les attributs qui définissent juste ces camarades la_ et pas
d’autres. Ou inversement. Certaing enfants proposent un atmbut;, et
les autres doivent découvrir les éléments qui a_ppartlennemi 4 'en-
semble possédant P’attribut proposé par le premier groupe Qenfants.

Les enfants ont parfois besoin de moyens matériels pour séparer les
&léments d'un ensemble du reste des éléments de Punivers. Si ce sont
les enfants de la classe qui constituent Uunivers, on poutra, pour
isoler les enfants gue nous considérons comme formant un ensemble,
par exemple les gargens de la classe, prendre une grande co’rdc
qu’on passera autour de tous les gargons. Ou encore, si la classe n'est
pas trop importante, On pourra se servir d'an cerceau, ou de marques
4 la craie. Ces derniéres n’ont pas la méme efficacité qu’p.ne chose que
’on peut matériellement passer autour des enfants. Les: jeunes enfants
ont du mal & concevoir que lorsqu’ils ont tracé 4 la craic un cercle sur
le sol et qu’ils entrent dedans, ils sont en fait & l’in!:éneur "-}? la courbe.
Ils pensent probablement qu'ils sont dessus, tandis que s ils sf_mt en-
tourds d’un cerceau ou d'une corde, ils sentiront vraiment qu ils sont
dedans. Cette « intériorité » peut constituer I’aide matérielle grice &
laquelle les enfants peuvent &rre conduits 3 découvrir l’appartmance‘é
1n ensemble, Toute personne qui est dans la boucle est membre, é’le—

ment de ensemble, et toute autre personne qui n’est pas dedans n'en

est pas membre,

1.6. Opérations sur les gnsembles
Réunion et intersection

Supposons que DOUS prenions V'ensemble Ele tous les gargons de
la classe, puis ensemble de tous les enfants vétus de rouge, ou ayant
tout auire attribut quelcongue ; les enfants ne demandent pas mieux
que d’exprimer — ¢t méme bruyamment — leurs désirs sur la ma,mére_de
se grouper en ensembles. La réunion de df:ux e:nsembl’es n esi': rien
dautre que le fait d’assembler les enfants qui possédent 'un ow 1 autre
attribut. Dans notre exemple, nous réunissons tous les erffant_s qui sont
des gargons avec fous les enfants vétus de rouge, y compris, bien enten-
du, les gargons vétus de rouge. Nous allons trouver 1¢l une petite
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difficulté due 3 la réalisation matérielle de Ia séparation entre les gar-
gons et les enfants vétus de rouge. Naturellement, si on dispose de
cordes, on en passera une autour de tous les gargomns et une autre
antour de tous les enfants vétus de rouge, et les enfants verront vite
quil faut que les cordes se croisent si tout le monde doit étre entoure de
la bonne corde ; les gargons en rouge serent dans les deux cordes. La
seule maniére d’éviter cette difficulté est de considérer des réunions
d’ensembles dans lesquelles il n*y a pas d°éléments communs. Evidem-
ment, la formation de réunions s’en trouverait facilitée, mais ¢es réu-
nions auraient un caractére moins général, et les enfants pourraient en
déduire qu'on ne peut faire de réunions que si les ensembles n’ont pas
d’éléments communs. O, il n’en est rien. On risquerait donc de poser
dans Vesprit des enfants les fondements d*un concept fawx. L’antre
manidre d’aborder le probléme consisterait 3 considérer les parties
commumes des ensembles avant de considérer leur réunjon, Le terme
technique généralement employé en matiére ’ensembles, quand on
parle de leurs parties communes, c’est inzersection. Tout comme en
matiére de routes oi1, guand deux routes se croisent, I'intersection, c’est
cette partic qui appartient aussi bien A I'une des routes qua l'autre.
1 ’intersection de chaque ensemble, c’est la partie de cet ensemble gui
est aussi dans l'autre. Dans notre exemple, les gargons vétus de rouge
forment ensemble des éléments qui sont A la fois dans ensemble des
garcons et dans Pensemble des enfants vétus de rouge, Si donc nous
prenons, pour ainsi dire, le taureau par les cornes et que nous affron-
tons la difficulté dés Pabord, nous aurons peut-&tre moins de difficultés
plus tard. Nous suggérons donc d’érudier les réunions et les inter-
sections d’ensembles en méme temps, et non séparément. Mais,
comme nous Pavons déja dit, on a sussi la possibilité d’avancer i petits
pas, d*étudier d’abord les réunions ot il n’y a pas de partie commune,
pour passer ensuite aux intersections et, enfin, aux réunions d’en-
sembles avec parties communes non-vides.

Si les enfants se sont déjd familiarisés avec les blocs logiques, ils
auront peut-étre déja joué 4 des jeux comportant des conjonctions et
des disjonctions, Un jeu de conjonction, c’est un jeu sur « & la fois...
et... », tandis qu’un jeu de disjonction est un jeu sur ¢ ou bien... ou
bien ». Dans les jeux conjonctifs, avec les blocs logiques, on apprend
aux enfants  considérer des attributs « composés » qui soient tels quun
bloc puisse les posséder 4 la fois. Par exemple, rouge et carré. Un bloc
qui est & 1a fois rouge et carré posséde attribut « rouge » et Tateribut
¢ carré ». 8i donc nous voulons former ’ensemble de tous les blocs
rouges et ’ensemble de tous les blocs carrés, alors les hlacs qui sont
rouges et carrés seront contenus dans lintersection de 'ensemble des
blocs rouges et de celui des blocs carrés. Les jeux conjonctifs, quand
ils sont jouds avec des attributs, correspondent aux jeux d’incersection
joués avec des ensembles. Ainsi les diagrammes de Venn, construits
avec les blocs logiques, correspondent-ils exactement au procédé qui
consiste 3 entourer les enfants de cordes et A réaliser ainsi des inter-
sections. De la sorte, il sera ngturellement possible de penser & plus
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de deux attributs, trois par exemple, et, prenant les enfants comme
membres de notre univers, de faire un diagramme de Venn i trois
cerceaux. Par exemple, on peut prendre comme premier attribut la
qualité de gargon et penser a Pensemble de tous les gargons. Puis on
prendra comme auere attribut le fait de porter du rouge et former 'en-
semble de tous les enfants qui portent du rouge. Enfin, prenant les
cheveux blonds comme troisiéme attribut, on constituerait I’ensemble
de tous les enfants aux cheveux blonds, On peut alors passer des cordes
autour de ces ensembles et laisser les enfants déterminer auquel ils
appartiennent, car ils savent bien comment ils sont habillés, ¢’ils sont
gargons ou filles, 8’ils ont ou non des cheveux blonds. Ainsi, jouer aux
intersections, dans le cas d’ensembles, cest en somme la « méme »
chose que de jouer au jeu des ¢ et » avee les attributs.

De méme, faire des réunions, c’est la méme chose que de jouer &
«ou... ou» avec les attributs, Prenons, par exemple, la réunion de
I’ensemble des gargons avec I'ensemble des enfants vétus de rouge;
alors la réunion formée par la totalité des enfants considérés de 'un
ou I'autre ensemble peut étre définie par latiribut « ou bien étre un
garcon ou bien étre habillé de rouge ». Cela signific donc que nous
considérons tous les enfants qui sont dans l'une ou I'autre corde.
Naturellement, dans le cas de trojs atiributs, nous considérons ’en-
semble d’enfants qui est la réunion de ensemble des gargons avec
Pensemble des enfants vétus de rouge, puis la réunion de cette réunion
avec Pensemble des enfants aux cheveux blonds. Alors nous pouvons
dire que, dans la réunion totale, nous considérons tout enfant qui a
un ou Pautre des trois attributs, c’est-a-dire :

il faut que ce soit un gargomn, ou qu’il porte du rouge, ou encore
qu'il ait les cheveux blonds.

On peut rendre le jeu des ¢ ou... ou» plus réaliste et I'adjoindre au
jeu des réunions en disant qu’on va faire un club avec des régles pour
y entrer. On dira, par exemple, que tous les gargons ont le droit de
faire partie du club, de méme que toute personne portant du rouge ou
ayant des cheveux blonds. Les enfants verront que si on n'est pas
gargon, on peut guand méme atre admis, pourvu qu’on porte du rouge ;
et méme si on n’a pas d’habits rouges et si on n’est pas un gargomn, on
peut quand méme étre Tequ avec des cheveux blonds. On peut, bien
entendu, multiplier les exercices et les enfants découvrent les situa-
tions ¢ si... alors...» correspondantes. Naturellement, avant d’en
arriver 13, il faudra faire pas mal de jeux avec les réundions ¢t il faudra
établir que tout élément d’une réunion de deux ensembles posséde I'un
ou Pautre des artributs définissant chacun des deux ensembles qui ont
été réunis.

1.7. Symbolisation des opérations sur les ensembles

A un certain stade de Papprentissage, on peut introduire les pre-
miers symboles pour noter les opérations exécutées sur les ensembles.

18

Les réunions sont généralement désignées par un L et les intersections
par un renversé. Par exemple, si § et T représentent deux ensembiles,
teur réunion sécrira S U T. L'intersection de S et de T s'éerira
S N T. L’ensemble vide se représentera, comme on I'a déja suggéré,
en ne mettant rien entre les accolades. Ainsi, pout marquer que Set T
n’ont aucun élément commun, on écrira

SNT=1{}

Cela signifie que Pintersection des ensembles S et T est 'ensemble
vide. En d’autres termes, ’ensemble des éléments qu’ils ont en com-
mun est vide, ou encore ils n'ont pas d’élément commun. Il peut
aussi se faire qu’en réunissant deux ensembles, on obtienne tout I'uni-
vers. Par exemple, si I'univers est formé des enfants de la classe, et que
l'on appelle G 'ensemble des gargons et F 'ensemble des filles, la
réunion de G et de F donne I'ensemble des enfants, donc 'univers.
On peut vouloir disposer d’une notation pour désigner 'univers. On
emploie souvent la lettre majuscule I, pour « identité ». Nous pourrions
alors, dans notre exemple, écrire

GUF-=1

Cela signifierait que la réunion de Pensemble des gargons et de 'en-
semble des filles est la méme chose quie I’ensemble de tous les éléments
de 'univers. Nous disons, dans ce cas, que G est ’ensemble complé-
mentaire de F et F 'ensemble complémentaire de G, mais (seulement)
si G et F n’ont aucun élément commun, Ainsi les deux ensembles
G et F sont complémentaires 'un de 'autre si er seulement si les deux
équations suivantes se vérifient :

(1) GUF=1
) GNF={}

Ces équations signifient, dans le langage moins concis de tous les
jo_urs : « L’ensemble des garcons et 'ensemble des filles, si on les réu-
nit, nous donne ’ensembile de tous les enfants de la classe et il n'y a ni
garcons qui soient 4 la fois des filles, ni filles qui soient & la fois des gar-
cons » Dans ce cas, il est évident que tout enfant doit &tre un garcon
QU une fille et qu’aucun enfant ne peut &tre 4 la fois gargon et fille.
Des exemples d’ensembles complémentaires de ce genre se présentent
souvent en mathématique, les éléments des ensembles étant les élé-
ments d’autres structures mathématiques. Par exemple, si l'univers
est composé de Pensemble des nombres naturels, ¢’est-a-dire 1, 2, 3,
4, 5, etc.,. on peut dire que Pensemnble des nombres pairs et 'ensemble
des nombres impairs sont des ensembles complémentaires, car tout
nombre naturel est pair ou impair, et il n’y a pas de nombre naturel qui
puisse &tre 4 la fois pair et impair. Ainsi les équations (t) et (2} sont
vraies toutes les deux 4 la fois pour I'ensemble des nombres impairs
et I’ensemble des nombres pairs. Ces exemples peuvent aussi servir 4
illustrfer cette théorie, 4 condition que les enfants aient déja acquis une
connaissance pratique suffisanie des nombres. Or, les nombres en tant
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que tels n’ont pas encore été introduits, & ce stade ; nous nous propo-
sons d’asseoir la notion de nombre sur celle d’ensembles et, 4 ce stade,
nous nous occupons encore des ensembles en tant que tels. Plus tard,
quand nous aurons introduit les nombres, nous pourtons considérer
les ensembles dont les éléments sont eux-mémes les nombres ou les
ensembles dont les éléments sont des ensembles de nombres, et ainsi
de suite. Le ciel est le seul plafond de ce genre de généralisations en
mathématique, méme au niveau deenseignement du premier degré.

1.8. Ensemble-différence, complément et leurs symboles

Nous avens vu qu'il est possible de partager Punivers en deux en-
sembles complémentaires, tels que Pensemble des gargons et I'ensem-~
ble des filles, si I'univers est formé par tous les enfants de la classe.
Bien entendu, cette opération peut &ire exécutée non seulement sur
Punivers, mais encore sur n’importe quel autre ensemble. Dans ce
cas, les ensembles partiels formes par découpage de I’ensemble d’oti-
gine s'appellent des sous-ensembles. Par exemple, si nous prenions
encore comme univers tous les enfants de la classe, les gargons consti-
tueraient un ensemble et, comme sous-ensemble, on pourrait prendre
les garcons dgés de six ans. 1’ensemble des garcons dgés de six ans
constitue un sous-ensemble de I'ensemble des gargons. Si maintenant
nous voulons considérer les 8léments de T'ensemble des gargons qui ne
sont pas dans le sous-ensemble, nous allons, natureliement, prendre
les gargons qui sont dans la classe mais qui nont pas Six ans, c’est-
a-dire ceux qui ont cing ans, ou sepl ans, oOu huit ans, ou tout dge
autre que six ans. La partie restante d’un ensemble, qui n'inclut pas
un certain sous-ensemble, est dite ensemble-différence de I’ensemble
de base et du sous-ensemble. Nous pouvons dire que Yensemble des
gargons qui n'ont pas six ans est Pensemble-différence entre ensemble
des garcons et I'ensemble des garcons agés de six ans. On peut em-
ployer une notation pour cette différence, un peu comme le signe
moins pour les nombres. On emploie souvent un trait oblique. Admet-
tons, pat exemple, que G soit Vensemnble des garcons et S 'ensemble
des garcons Agés de six ans. L’ensemble G \'§ est alors Pensemble
différence, c’est-a-dire I'ensemble des gargons qui n’ont pas six ans,
Appelons D cet ensemble différence : on peut alors écrire

D=G\S
On peut également, bien sfir, utiliser cetre notation pour les ensem-
bles complémentaires et, par exemple, écrire :
G =1I\F
F =I\G

La ptemidre égalité signifie que Pensemble des gargons est Yen-
semble des enfants qui ne sont pas des filles. La seconde égalité signifie
que Vensemble des filles est I’ensemble des enfants qui ne sont pas
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garcons, Ainsi, le signe \ nou i
B emeniaires. igh s permet de désigner les ensembles
Pc:ur commencer, il est bien d’utiliser cette notaton avec parci-
morie. On f?n.ira par Pemployer conjointement avec les signis rmcle
réunion et c.l’mtersection. Supposons, par exemple, que nous voulions
patler de Pintersection d’'un ensemble avec un autre ensemble-diffé-
Terice ou avec un ensemble complémentaire. Soit, encore une fois
comme univers Pensemble des enfants de la classe et un ensemble B,
formé de tous les enfants blonds ; si I'on appelle R l'ensemble des
enfants vét].ls de rouge, comment désignerons-nous l’ensemble des
mfanEs habillés de rouge qui n’ont pas les cheveux blonds ? Les enfants
qui n’ont pas les cheveux blonds vont former 'ensemble complé-
mentaire de celui des enfants qui ont les cheveux blonds. Ainsi, I’en-
semble des enfants qui ne sont pas blonds peut s’écrire I\ B. L'en-
semble des enfants habillés de rouge s’écrit {R}. Or, ce qui nous inté-
resse actuellement, c’est la partie commune, ou intersection, de ces
deux ensembles. Nous écrivons ’

{I\B} N {R}

Cet ensemble est celui dont nous avons parlé, c’est-a-dire 'ensemble
des enfants non-blonds qui portent du rouge ou encore ’ensemble des
enfants porteurs de rouge gui ne sont pas blonds.

Nous n’insisterons jamais assez sur le fait que ce «calcul » sur les
efa.sembles n’est pas A présenter A tout prix aux enfants, Ce qui compte
cest de leur communiquer l'idée d’ensemble, 'idée de relation emr;
un e?émem et Pensemble, les notions d’ensemble vide, de réunion, d’inter-
section et de compléments des ensembles. Si les enfants éprouvent
u,ne dxﬁic_:ulté quelcongue 4 wtiliser le symbolisme, il faut renoncer &
s’en servir. 11 serait tour aussi facile dans la plupart des cas d’écrire
la définition d’un ensemble sous la forme d’une phrase du langage
qouranf, comme nous PPavons souvent fait jusqu’ici. Par exemple, au
lieu d écnn_‘. la définition d’un ensemble d'une manitre formelle
nous pourrions dire, comme nous l'avons fait: ¢« L’ensemble de;
enfants qui nont pas les cheveux blonds et qui portent du rouge ».
I} se peut gu’d certains dges et 4 certains stades, ce genre de descrip-
t1:3n verbflle convienne mieux, Il y a, bien entendu, un autre mode
d’expression, ce sont les diagrammes de Venn :

non B non R

21



e ek o i £ £ s b s i i — am

Notre ensemble se trouve 4 gauche (R non B), Cette notation est
trég claire et dés que les enfants ont compris que les limites des dia-
grammes de Venn indiquent les conditions d’appartenance i 'ensem-
ble pour les objets qui sont dedans et de non-appartenance i I'ensemble
pour les objets qui sont dehors, il ne devrait v avoir aucune difficulté
3 tracer le diagramme de Venn d’un ensemble quelconque. En fair,
ce diagramme fera comprendre aux enfants la notion d’ensemble, que
nousvoulons leur faire acquérir, beaucoup plus vite et plus efficacement
que toute autre notation formelle. Par contre, il ¥ aura des enfants qui
apprécieront la concision et la beauté d’une notation formelle : il ne
faut pas les en priver, de sorte que, finalement, on ne peut poser i ce
sujet aucune régle rigide. Ce qui n’est pas douteux, c’est qu’il faudra
bien recourir ne serait-ce qu’a une notation trés simple pour conserver
trace de ce qu'on a fait, et certaines abréviations seront probablement
nécessaires. Il ne sera ni nécessaire ni souhaitable de tout écrire in
extenso en langage courant, Les enfants sont prompts 4 abréger ; quant
3 savoir dans quelle mesure, ce faisant, ils peuvent progresser Vers un
langage plus concis et plus formel, c’est la sitnation concréte en classe
qui permettra d’en décider.

Les opérations sur les ensembles qui vont avoir une influence im-~
portante sur Pintroduction des opérations arithmétigues sur les nombres
sont :

1) Popération qui construit Yensemble-réunion
2) Yopération qui construit Pensemble-différence.

La réunion de deux ensembles, dans le cas olt lintersection de ces
deux ensembles sera vide, constituera le stade préalable i I'opération
arithmétque d’addition. La découverte de Ja différence entre deux
ensembles conduit 2 la découverte de la différence entre deux nombres,
Cest-a-dire 4 l'opération arithmétique de soustraction. Mais, avant
d’aborder ces opérations, il faudra découvrir le concept de nombre
en tant que propriété d'un ensemble, comme nous le montrerons au
2¢ chapitre.

1.9. Effets d’un changement & univers

Pour pouvoir introduire Popération de multiplication, il faut d’abord
que les enfants aient eu quelque expérience non seulement des ensem-
bles d’objets, mais encore des ensembles d’ensembles d’objets. Par
exemple, on organisera les enfants de la classe en paires ; On pourta
ensuite parler d’un ensemble de paires d’enfants de 1a classe, et les
éléments de cet ensemble ne seront plus constitués chacun par un
enfant mais par une paire d’enfants. Ce faisant, nous passons de PPuni-
vers des enfants 4 I'univers des ensembles d’enfants. Il s*agit alors d'un
univers beaucoup plus vaste j avec les trente enfants de la classe on
peut constituer littéralement des miltions d’ensembles d’enfants. Il
existe, en cffet, de nombreuses manieéres de constituer, 4 partir de
trente enfants, des ensembles de trois enfants, de quatre enfants, etc.
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L.aissons notre lecteur, si cela 'intéresse, calculer combien d’ensembles
dszérents on peut faire avec trente enfants ou trente objets d’un
u?wers. Le lecteur non-mathématicien sera surpris de la réponse. Ce
n’est pas seulement la vaste étendue de Pappartenance gui est une sour-
ce de difficulté a ce stade, mais encore la différence de nature de cette
appartenance. C’est souvent parce que les enfants nont pas appris a
maglpuler des ensembies en rant qu’éléments d’autres ensembles
qu’ils ne sont pas capables de saisir pleinement tous les aspects du
probléme de la multiplication. Aussi pensons-nous qu'il faut se pen-
cher sur les ensembles dont les éléments sont des ensembles. On
pourrait, par exemple, prendre comme univers non seulement des en-
sen?bles d’enfants, mais encore peut-éire des ensemnbles de blocs
lo’glque:v. ou des ensembles de meubles, etc... A tout moment, il sera
nécessaire de rappeler aux enfants que ce ne sont plus des objets
isolés mais des groupes ou des ensembles d’objets qui sont les éléments
de l’engernble. Les diagrammes de Venn procurent de bons exemples
de la différence entre un probléme posé dans 'univers des blocs logi-
ques et le méme problime posé dans Punivers des ensembles de blocs
logiques. Par exemple, si on prend un diagramme de Venn composé de
deux cercles, que dans I'un des deux cercles on met les blocs bleus et
dans I"autre Ies blocs rouges, dans Pintersection nous ne pourrons pas
mettre de blocs du tout, parce qu’il n’y a pas de blocs rouges qui scient
en méme temps bleus, ni de blocs bleus qui soient en méme temps
rouges. Par contre, si 'univers est constitué par des ensembles de
blocs, alors nous pouvons avoir des ensembles de blocs qui sont rouges
et bleus, parce que dans I'ensemble nous pouvons mettre certains blocs
bleus et certains blocs rouges. Aussi, dans le diagramme de Venn, dans
ce cas, Pappartenance consistera en piles de blocs. Les piles, dans les
parties de 'ensemble rouge, qui n’est pas dans I'ensemble bleu, seront
composé.es entiédrement de blocs rouges. Dans la partie de ’ensemble
bleu, qui n'est pas dans I'ensemble rouge, les piles seront faites entiz-
rement de blocs bleus. Mais dans Pintersection, c’est-a-dire dans la
partie de 'ensemble rouge qui est aussi dans l'ensemble bleu, nous
fe_ror%s Qes piles contenant 2 la fois des blocs rouges et des blocs bleus.
A.ms1, si P'univers est composé d’ensembles de blocs, Uintersection du
diagramme de Venn n’est pas vide ; si I'univers n’est composé que de
blocs, Uintersection du méme diagramme de Venn est vide,

2. LES NOMBRES

2.1 Le;‘ nombres en tamt que propriétés des ensembles. Ensembles équi-
valents

On ne répétera jamais assez que le nombre n’est pas du tout une
ch(?se. C’est une propriésé, tour comme la rougeur des joues ou la
noirceur de la nuit ou la rondeur des tours. Ces propriétés ne sont ni
des objets réels, ni des événements. La rondeur d’une tour n’est pas

23



Ia tour elle-méme. La noirceur de la nuit n’est pas la nuit. Ce sont des
propriétés, elles n’existent pas indépendamment. De méme, des
nombres comme deux, trois, quatre, n'existent pas ¢ concrétement » ©
ce sont des propriétés des ensembles d’éléments auxquels ils se rap-
portent ; ¢ deux » est la propriété de tout ensemble de deux objets, trois
est la propriété de tout ensemble de trois objets.

Pour découvrir cette motion de propriété, il faut que les enfants
jouent A des jeux de correspondance terme a terme. 11 leur faut apprendre
A classer les ensembles en ensembles équivalents. Par exemple, appor-
tons des chapeaux en papier dans la classe, et demandons aux enfants
¢il v en a assez pour que chacun en ait un. Y a-t-il trop de chapeaux, ou
d’enfants, ou juste assez? Une fois la distribution terminée, il ¥ auta
peut-étre des enfants sans chapean, ou trop de chapeaux, et il en res-
tera quelques-uns par terre. Ou encore, si on a bien calculé, il y aura
peut-étre exactement gutant de chapeaux que d’enfants. Dans ce cas,
nous aurons &tabli une correspondance terme i terme entre I'ensemble
des chapeaux et Pensemble des enfants de la classe, Quand une telle
correspondance se trouve établie entre deux ensembles, on dit que
ces deux ensembles sont éguivalents. Nous disons aussi qu’ils ont
la méme propriéré numérique. Par exemple, g'il y a cinq enfants dans le
groupe et que nous leur donnons cing chapeaux, il ¥ a correspondance
terme A terme en ce sens que chaque enfanr n’aura qu’un chapeau et
qu’a tout chapeau correspondra un et un genl enfant. Il n’y aura aucun
enfant sans chapeau ni aucun chapeau sans enfant. Cette propriété
commune des deux ensembles, qui les rend équivalents par la possi-
bilité d*établir une correspondance d’élément & élément, est appelée la
propriété cing? ; avant que les enfants commencent i écrire les chiffres
qui symbolisent les propriétés numériques, il est indispensable quils
jouent & des jeux de correspondances de ce genre, ne serait-ce qu’en se
prenant comme ¢léments dun ensemble et en utilisant des objets de
la classe pour faire des ensembles équivalents, ¢t ainsi de suite.

Il n’est pas nécessaire que les ensembles équivalents appartiennent
au méme univers. Par exemple, on peut former un ensemble de tables
dans la classe et former un ensemble d’ensembles de quatre enfants-de la
classe. Supposons qu'il y ait vingt-quatre enfants dans la classe et six
tables. Dans ce cas, on peut metire les ensembles de quatre enfants en
correspondance terme & terme avec I’ensemble des tables ¢n mettant
un ensemble de quatre enfants autour de chaque table. On remarquera
que chaque ensemble de quatre enfants a une table o1 s¢ mettre et que
chaque table 2 ses quaire enfants autour d’elle, I1 n’y a aucune tahble
sans ensemble d’enfants, aucun ensemble d’enfants sans table. Dans
ce cas, nous n'avens pas établi une correspondance entre I'ensemble
des enfants et U'ensemble des tables, mais entre un ensemble d’ensem-
bles de quatre enfants et ’ensemble des tables. La propriété commune
de ces deux ensembles est, bien entendu, e nombre six. Le nombre
quatre ne péndtre que par la petite porte.
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On peut joueF de tels jeux avec les blocs logiques. Par exemple, on
remarquera qu'il y a aurant de pitces épaisses que de pidces minces
et quiil est facile d’établir une correspondance terme 4 terme e.ntré
chaque pléce‘épaisse et la pidce mince correspondante, La plupart des
enfanta:, ét’abhront une correspondance entre tous les attributs autres
que l’epa_lsseur de toute pidce épaisse qu'ils joindront A une pitce
mmce..Amsi, i}s mettront un grand cercle jaune épais avec un grand
cerf:le jaune mince, et ainsi de suite. Il ne faut pas les en empécher,
mais si un enfant suggére de procéder autrement, on le laissera faire ;
bien pl‘us, on I'y encourageral Il o’y a pas qu'une seule correspondance
terme 4 terme entre deux ensembles, il v en a beaucoup. Il n’est pas
obligatoire qu'un certain chapeau aille sur une certaine personne et
sur elle seule. Tout chapeau en papier peut aller sur tout enfant, du
moment gu’il ne reste aucun chapeau sans enfant ni aucun enfant sans
chapean. On peut faire correspondre un & un tous les blocs bleus avec
tous les blocs jaunes et on verra, ] encote, gue la propriété numeérique
de ’ensemble des blocs bleus est la méme que la propriété numérique
de ’ensemble des blocs jaunes, et encore que celle de I'ensemble des
blocs rouges. On peut encore faire correspondre les ronds bleus avec
les_ carrés jaunes. Il v a autant de ronds bleus que de carrés jaunes,
puisgu’on peut les faire correspondre terme 2 terme,

On pourra, bien entendu, demander aux enfants de bitir des en-
sembles qui ne puissent pas étre ainsi mis en correspondance. Par
exemple, supposons qu'on leur dise: « Prenons les carrés bleus et
p’renons les grands rouges ». Il y a, naturellement, plus d’éléments dans
I'ensemble des grands rouges que dans *ensemble des carrés bleus.
Les éléments de ces deux ensembles ne peuvent pas étre mis en cor-
respondance terme 2 terme. Au niveau des nombres, nous disons que le
nombre d’éléments de ’ensemble des grands rouges est plus grand que
le non:Ebre d’éléments de Pensemble des carrés bleus. La possibilité
d'établir des ensemblies en correspondance conduit 3 Pégalité de
lel..lz:épropriétés numériques et Pimpossibilité 4 Vindgalité de ces pro-
priétés.

I1 ¥ a trois maniéres possibles d’exprimer Pinégalité. On peut dite,
par exetnple, que le nombre d’éléments de Pensemble grand bleu n’est
E;’S le lmémg que le nombre d’éléments de Fensemble de carrés rouges.

as le méme» peut étre symboli i ‘égalité i
bacré (Gimérons d}:); v sé par le signe de I'égalité, mais

N {grands bleus} = N {carrés rouges}

On ?eut préciser information en disant qu'il y a plus d*éléments
dans l_enSf:rnble des grands bleus que dans celui des carrés rouges.
Cela g’indigue par le signe =

N {grands bleys} > N {carrés rouﬁes}
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De méme, si nous voulons indiquer qu'il y a moing d’éléments dans
Iensemble des carrés rouges que dans celui des grands bleus, nous
emploierons le signe <.

N {carrés rouges} < N {grands bleus}

Quant 3 la propriété numérique elle-méme, on l’exprjme, nous
venons de le voit, en mettant la lettre N devant le signe de I'ensemble.
Par exemple, nous écrivons I'égalité :

N {carrés rouges} — N {ronds bleus;

t cette égalité, c'est celle des propriéés numériques de ces deux
znsemblesfsil serait, bien entendu, inexact de dire que l’enscml'jle dEs
carrés rouges est le méme que Pensemble des ronds bleus, tandis qu’il
n’est pas inexact de dire que le nombre d’éléments de ces deux ensem-
bles est le méme. Ainsi, nous venons de montrer qu’on peut se placer
3 dewx niveaux différents quand on parle d’egalité. Quand deux'ensem-
bles sont égaux, la signification est toute différente de ce qu'elle est
quand le nombre des €léments de ces deux ensembles: est l_e méme.
Ou encore, si nous voulons dire quelque chose de Pinégalité, nous
pouvons écrire

N {grands rouges} => N {triangles jaunes}

Cette notation traduit le fait que si nous voulons établir une corres-
pondance entre I'ensemble des grands rouges et l’ensemble_ des trian-
gles jaunes, il va rester dans le premier ensemble un certaln n«;mbr:l
d’éléments auxquels ne correspondra aucun élément dans le secon
ensemble. En présence d’une telle situation, nous disons que la pro-
priété numérique du premier ensemble est plus g}‘a}nde gue la propriété
mumeérique du second ensemble. 1] est tout aussi 1r91??nmt de Flém",l.'l
vrir des impossibilités comme de découvrir des possibilités. Le fait qu'i
soit impossible d’établir une corresponda.nce terme A terme oc:nd\;illt h
Pidée dindgalité, c’est-d-dire & la négarion de la propriété d’éga z.té,ﬁ
la possibilité d’établir une correspondancg tetme 3 terme conduit
idée d’égalité entre les propriétés numeériques convenables.

1. Les symboles <, > seront facilement acquis par la manipulation des
réglettes emboitables :

u [}

juimin/min

S— s
/ ——

julsulsa]

(N.D.B)
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2.2, Gonservation du nombre

On sait que, pour beaucoup de jeunes enfants, il ¥ a plus d’objets
sur une table quand ces objets sont éparpillés et occupent plus de place
sur la table que quand ils sont serrés les uns contre les autres, bien gue
leur nombre soit en réalité le méme dans les deux cas. Les enfants,
dans les débuts, considérent les termes ¢ plus » et « moins » comme
signifiant « prenant plus de place » ou «prenant moins de place».
Les jeux de correspondance terme & terme contribueront beaucoup &
développer en profondeur leurs concepts sur ce point. Il est bon, toute-
fois, de faire faire aux enfants des « exercices de conservation » pour
bien leur faire sentir que les propriétés numériques d*un ensemble ne
changent pas avec la disposition de ses &léments. Par exemple, on pren-
dra des perles et on les mettra tantdt dans une fliite & champagne, haute
et étroite, tantdt dans une assictte plate. Pour commencer, on mettra
une perle dans la flite et une perle dans 'assierte, puis deux dans
chaque, puis trois. Inutile d’exiger des enfants une réponse numérique ;
il suffit, & nw’importe quel stade, de leur demander s’ils croient qu’il y a
plus de perles dans le verre oun dans l'assiette. Certains enfants pen-
seront que ce sont les perles de Passiette qui sont les plus nombreuses,
parce gu’elles sont éparpillées, d’autres croiront que c’est dans le verre
parce que la hauteur est plus grande. La plupart des enfants, toutefois,
conviendront que, puisqu’i aucun moment on n’a mis plus de perles
dans ’un des récipients que dans P’autre, le nombre de perles doit étre
le méme dans les deux. Ces exercices fourniront un critére non-per-
ceptuel, c'est-i-dire celui de la correspondance un-a-un, pour décider
si des ensembles contiennent ou non le méme nombre d’éléments. Qui
plus est, Pacquisition de ce critére sera plus efficace dans la mesure ol
les enfants prendront personnellement part & sa vérification.

Les enfants trouvent beaucoup plus difficiles les exercices analogues
intéressant la longueur, la surface et le volume, Beaucoup d’enfants,
quand on met ¢bte a cte deux régles de mé&me longueur, mais sans
que leurs extrémités coincident, trouvent que la régle dont 'extrémité
est & droite est plus longue. De méme, si on prend de Ieau contenue
dans un récipient large et peu profond et qu’on la verse dans un réci-
pient étroit et profond, ils croient que la méme quantité d’eau, versée
dans ce récipient haur et minge, fait « plus d’¢au ». On constate
gouvent qu’en leur disant qu’en n’a pas ajouté d’eau, cela n’ébranle
sucunement leur conviction! Certains enfants s’obstinent alors 4 dire
qu’on voit bien qu'il ¥ a plus d’eau. Cela signifie que I'idée de volume
{ou de capacité) n'est pas encore fixée dans leur ¢sprit de maniére
utilisable. Ils n’ont pas encore compris quelles sont les transformations
qui, en fait, laissent inchangés les volumes, les longueurs et, en général,
toutes quantités. Si, dans ce cas, on obtient des réponses fausses 4
plusieurs reprises, mieux vaut abandonner lexetcice: il est mani-
lestement prématuré pour ces enfants. Mieux vaut alors continuer &
mettre en ceuvre de nombreux récipients différents (dans le cas de
volumes) et faire confiance aw processus de maturation et de dévelop-
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pement progressif de la compréhension profonde : _la lumié':re ﬁn,ira
par jaillir. Quelques semaines plus tard, il peut fort bien se fan_'e qu on
obtienne des réponses trés différentes : la notion de conservation s'est

installée.

2.3. Le concept de succession

Nous avons vu qu’on peut établir un ordre entre les nombres, intro-
duits en tant que propriétés de certaines classe.s d’ensembles, en pre-
nant pour critére quiil est impossible d’¢tablir une correspondance
&lément par élément entre ensembles appartenant 4 des classes diffé-
rentes. Par exemple, si on veut établir une relation d’ordre entre 2 et 4,
il faur prendre un ensemble appartenant & la classe de tous les ensem-
bles qui possédent la propriété « deux » et un ensemble‘appartenant a
la classe de tous les ensembles qui possédent la propriété « quatre »
Par exemple, nous pourrions prendre les ensembles

O—=A\

Si nous essayons d’établir une correspondance terme a terme entre
le premier ensemble et le second, il est clair que nous échouerons 4
tous les coups. Il restera toujours certains éléments du second ensemble
qui n‘auront pas pu &ire mis en correspondance avec un é_lément
quelconque du premier ensemble. Dans ce cas, en généralisant 2
toutes les paires possibles d’ensembles qu’on aurait pu prendre res-
pectivement en classe 2 et en classe 4, on peut dire que 2 est moins
que 4 ou que 4 est plus que 2. On dispose ainsi d’un critere toujours
utilisable pour déterminer si un nombre est plus grand qu’un autre,
ou plus petit qunn autre, ou si ces deux nombres sont égaux, méme
si Pon arrive & ce résultat par des voles différentes:

24+3=2x4-13.

L’idée d’ordre ne nous donne pas encore celle de succession ou de
voisinage. Quel ¢st le nombre « voisin », « suivant » d’un nombre donné?
C’est celui qui se rapporte aux ensembles ayant un élément (Ele plus
que les ensembles auxquels s’applique notre nombre, {&ussl., pour
introduire Pidée de succession est-il nécessaire d’introduire celle de
«un de plus ». Bien entendu, les enfants peuvent apprendre 4 ¢ comp-
ter » en répétant la série conventionnelle des adjectifs numéraux, des
nombres cardinaux. Avec cette série, U'enfant n'a aucun bescin d'e
savoir que pour obtenir le « suivant » de 5 il faut ajouter 1 a5 ¢t obtenir
6. Il Ini suffic de réciter la suite de mots qu’il a apprise par ceeur, et
celui qui vient aprés ¢ cing » sera ¢ le suivant» et il saura que Clest

{Sylvain, Catherine} et
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« six ». Mais cette fagon de faire laisse compliétement séparées les idées
de «un de plus», de « voisin » et de « suivant». Il a été amplement
démontré que tant que les enfants n’ont pas dans une certaine mesure
réussi & faire la synthése entre ces deux idées, tour leur travail sur les
nombres risque d’@cre fait ¢ au petit bonheur la chance », et ils ne sont
pas capables de raisonner efficacement sur les situations arithmétiques
les plus simples.

Le jeu décrit en 4.2 (p. 47) peut étre rendu indépendant de toute
base de numération, voire de la connaissance des nombres, en faisant
constriiire aux enfants des piles de cubes de maniére récurrente,
c'est-i-~dire en se référant A la pile précédente chaque fois qu’ils con-
struisent la pile suivantel,

Le premier exercice est trés simple. Prendre un objet. On a la
premiére pile.

Ensuite, construire un ensemble équivalent au premier ensemble
(ou a la premidre pile). Autrement dit, Penfant doit sortir un autre
objet. Puis on lui demande de mettre un autre objet avec cet objet.
11 a alors construit son second ensemble (sa deuxiéme pile).

Ensuite, on construit un ¢nsemble équivalent au second ensemble.
Cela fait, on prend un autre objet et on le jeint A ’ensemble qui vient
d’étre construit, On a maintenant réalisé le troisidme ensemble.

Ensuite, de nouveau, on « copie » ie dernier ensemble, ¢’est-a-dire
qu’on comstruit un ensemble équivalent au troisidme ensemble, On
ajoute un abjet 4 ce nouvel ensemble, et voili le quatridéme ensemble.

Omn continue de la sorte aussi longtemps que possible, de préférence
jusqu’a ce que ’enfant ait perdu lIe compte du nombre d’objets entrant
dans la composition des piles successives.

Maintenant, la maitresse montre les deux premi2res piles et demande
aux enfants qui ont assisté 4 la construction de la série laquelle a le
plus d’objets. La question suivante est : « Combien d’objets en plus
¥ a-t-il dans la plus grande des deux? ». Poursuivant interrogatoire,
on remonte la série, en montrant toujours deux piles consécutives. Les
enfants ne sont pas longs A saisir que la pile « suivante » a toujours un
objet de plus, puisque d’ailleurs ¢’est ainsi gu’en I’a constituée.

L’étape suivante pourrait consister & mtontrer la premiére et la troi-
sitme piles, puis la seconde et la guatriéme, puis la troisiéme et la
cinquitme {mais bien entendu sans prowoncer les adjectifs ordinaux!),
et A poser les mémes questions. Beaucoup d’enfants qui auront répon-
du avec succds 2 1a série de questions précédente vont cornmencer par
croire :

a) ou bien que la plus grande pile comprend maintenant treis ou
quarre éléments de plus que la plus petite, méme si elle n’est qu’a deux
intervalles de la précédente,

b) ou bien que la plus grande pile a seulement un élément de plus
que la plus petite. Si on leur demande pourquei ils répondent ainsi,

I. Ce jeu est dfi & P. Greco, dans une forme l&gérement différente. Voir
Rrudes, XI1I1, sur la construction di nombra,
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ils disent, dans le premier cas, que maintenant les piles sont tellement
grandes que les plus grandes doivent &tre beaucoul_: plus grandes que
les plus petites, ¢t, dans le second cas, que _les piles sont telleme_nt
grandes qu'elles sont presque pareilles et qu'il n’y a pas tant de dif-
férence. . ] -

Tl est évident aue ces enfants n’ont pas encore établi un Hen urili-
sabie entre la succession des nombres et les quantités qu’ils repré-
sentent. Tout en sachant que un et un font deux, ils ne réatisent pas
qu'un de plus et un de plus c’est deux de plus. On verra que _lorsql.’le lt?s
enfants ont joué avec les drats et les opératenrs, et ont établi cles’ équi-
valences entre des successions d’opérateurs et des opérateurs isolés,
les difficultés gue nous venons d’évoquer disparaissent dans une large
mesure,

2.4. Addition et soustraction

Nous avons vu dans notre section sur les ensembles que 'expérience
préalable nécessaire 4 I’addition des nombres est la réunion d’ensem-
bles qui n’ont pas d’éléments communs. Il ¢st intéressant de demander
maintenant aux enfants quelle est la propriété numérique de l’enscgnble
réalisé par la réunion de deux ensembles dont ils oonna_issent déja lf?s
proptiétés numériques, Cela ne va pas présenter de difficulté parti-
culiere, car une fois les deux emsembies réunis, les t{nfants vor}t tout
simplement compter la totalité des éléments. Réfléchissons un instant
a ce que cela signifie. Que font-ils quant ils « comptent »? 1ls étab}ls—
sent, c’est évident, une correspondance terme A terme, entre les éle-
ments de Pensemble & « compter » et les éléments d’un ensemble de
« mots ¢talons » tenu en réserve dans la mémeire. Dans notre exemple,
ils établissent la correspondance entre les éléments de Iensemble

{un, deux, trois, quatre, cing, six...}

et les éléments de ensemble de tables qu’il s’agit de « compter »,
Compter n’est quun cas patticulier d’établissement d’une correspon-
dance entre ensembles, Pun des ensembles étant un ensemble-étalon,
une espace de monnaie internationale en fonction de laguelle on mesure
tout ensemble. I1 convient de se rappeler que cette mesure st assurée
par toute une série d’ensembles dont le premier est {up}, le second
{un, deux}, le troisi¢me {un, deux, trois}, et ainsi de suite. )

Supposons, par exemple, que Pensemble des gargons de la classe ait
la propriété numérique quinze, et que I'ensembile deg filles de la c].a.sse
ait la propriété numérique seize. La propriété numérique de }a réunion
de ces deux ensembles sera alors trente-et-un. Or, la réunion de ces
deux ensembles constitue celui des enfants de la classe, de sorte qu’au
niveau des ensembles on peut dire :

{gargons} U {filles} = {enfants de la classe}
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Pour passer au niveau suivant d’abstraction, il nous faudrait dire ;
N {gar¢ons} | N {filles} = N {enfants de la classe}. Or, le premier
terme de cette équation s’écrit habituellement avec les chiffres 15 et le
second avec les chiffres 16, tandis que le second membre de Péquation
s’écrit 31. En définitive, écrire 15 4+ 16 = 31 serait une manidre i la
fois plus courante et plus « avancée » d’écrire cette relation particuliére.
Bien entendu, il peut étre sage de ne pas commencer par des nombres
4 deux chiffres, dont fa complexité relative peut dérouter les enfants
& ce stade : ils risquent fort de ne pas saisir tout ce qui est implicitermnent
contenu dans le ¢ un » et le « ¢ing » de 15 ou dans le « trois » et le ¢ un »
de 31. Naturellement, la plupart des enfants admettent sans difficuleé
que quinze s’écrive ave¢ un 1 suivi d’un 5, mais ils le confondent par-
fois avec 51 quand ils n’ont pas encore acquis solidement la notion
de valeur positionnelle. Mais si on leur apprend que 15 représente le
mot quinze et 16 le mot seize, et qu’on ne fait aucune tentative pour
décomposer le symbole en ses éléments, | se rapportant 3 un ensemble
de dix et 5 4 cing objets, on ne leur aura fait aucun mal. Nous croyons,
toutefois, qu'il est plus siir, dans les débuts, de s’en tenir 3 de perits
nombres ; les enfants acquerront I'idée d’addition aussi efficacement
avec des petits nombres qu’avec des grands, et sans doute méme plus
efficacement’, .

L’opération de soustractionn d’un nombre d'un aucre nombre est de
toute évidence le correspondant numérique de Popération de recherche
de ensemble-différence entre deux ensembles, Soit I'ensemble con-
stitu¢ par les garcons et le sous-ensemble formé par les gargons aux
cheveux blonds ; on peut enlever ce sous-ensemble, et alors la diffé-
rence entre 'ensemble des garcons et ’ensemble des gargons aux che-
veux blonds est constituée par I'ensemble des gargons qui n’ont pas les
cheveux blonds. Supposons maintenant que la propriété numérique de
I'ensemble des gargons soit dix et celle de I'ensemble des garcons
blonds trois : la propriété numérique de I’ensemble-différence sera
alors sept. Le calcul de la propriété numérique de P’ensemble-diffé-
rence de deux ensembles constitue opération de soustraction. De
méme le calcul de la propriété numérique de I’ensemble formé par la
réunion de deux ensembles constitue l'opération arithmétique que
nous appelons addition.

2.5, Mulriplicarion

On peut introduire la multiplication en faisant appel & une opéra-
tion agsez intéressante touchant aux ensembles et connue sous le nom

1. Tl existe actuellement deux systémes, mis au point aux Etats-Unis, I'un
par Patrick Suppes et 'autre par Paul Rosenbloom, qui permertent de titer
les idées et les techniques de I'addition, voire de la soustraction, de I'expé-

rience antérieurement acquise en matidre d’ensembles et d*opétations sur leg
ensembles. S
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de produit cartésien. Supposons que nous ayons deux ensembles : un
ensemble de chapeaux et un ensemble d’enfants. Il n’est pas nécessaire
qu’il y ait autant de chapeaux que d’enfauts. Examinons toutes les
maniéres possibles de mettre un chapeau 4 un enfant et formons un
nouvel ensemble avec toutes les paires qu'on peut constituer avec un
enfant et un chapeau. Admettons qu’il y air cing enfants et trois cha-
peaux : chacun des cing enfants peut metire I'un quelcenque des trois
chapeaux. Ainsi, le premier enfant aura trois mani¢res de mettre un
chapeau ; il en sera de méme du second, de méme du troisiéme, de
méme du quatriéme et de méme du cinqui¢me. Cela fera, en tout,
quinze combinaisons. L’ensemble de toutes les combinaisons possibles
entre un chapeau et un enfant est appelé produit de VPensemble des
chapeaux par Pensemble des enfants.
Prenons un autre exemple, Nous disposons sept haricots en une
rangée et constituons ainsi un ensemble de haricots, Disposons en
dessous, sur une seconde rangée, un second ensemble de sept haricots,
puis, en dessous, une troisiéme rangée, encore de sept haricots. Nous
avons ainsi trois rangées, c’est-a-dire trois ensembles de haricots, et
dans chaque ensemble il y a sept éléments. Et maintenant, coOmment
construire le produit certésien enire l'ensemble des haricots d*une
rangée et Pensemble des rangees que nous avons disposées sur la table?
Ce serait e moment de se rappeler les équivalences entre ensembles ¢t
de constater que ’ensemble des colonnes ainsi formées est un ensernble
équivalent de ensemble des haricots de 'une quelconque des rangdes.
En d’autres termes, il y a autant de colonnes de haricots dans notre
disposition qu’il y a de haricots dans une rangée donnée. On peut donc,
pour 'établissement du produit cartésien, remplacer Pensemble des
haricots d’une rangée par I’ensembie des celonnes. Ce sera plus facile
parce qu'alors on naura pas besoin de choisit une rangée particulidre
de haricots pour former le produit par 'ensemble des rangées. For-
mons donc le produit de Vensemble des colonnes par Pensemble des
rangées. Ce produit va consister en toutes les paires possibles formées
d’une colonne et d'une rangée, Autrement dit, on peut faire une paire
avec la premi¢re rangée et la premiére colonne, une paire avec la
deuxiéme rangée et la premidre colonne, une paire avec la troisiéme
rangée et la premidre colonne, une paire avec la premidre rangée et la
deuxitme colonne, et ainsi de suite. En tout, il y a vingt et une paires,
ce qui est précisément Je nombre de harictots posés sur la table, car
chaque haricot se trouve 4 l'intersection d’une, et d’une seule rangée
avec une, et une seule colonne. Nous ne voulons pas dire pour autant
que Pintroduction du produit cartésien constitue 1a meillewre maniére
d’introduire la multiplication. Elle ne Pest peut-étre pas, mais ce que
nous voulons dire, ¢’est qu’y recourir constitue peut-étre une manidre
d’occuper les enfants les plus doués pendant que les autres, plus lents,
seront ¢n train de rattraper leur retard dans la formation des concepts
d’addition et de soustraction.
TL'une des difficultés qui ne ressort pas immédiatement de ce qui
précéde, cest qw'il faut que les enfanis comprennent bien que I'en-
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semble de haricots de Pexemple ci-dessus est un ensemble équivalent de
Pensemble de paires de rangées et de colonnes. A chaque paire formée
d™une rangt_’:e et d’une colonne correspond un et un seul haricot. Et a.
chaque haricot correspond une et une seule paire formée d’une rangée
et _d'une colonne. De la sorte, la propriété numeérique de I’ensemble de
paires _de rangées et de colonnes doit étre la méme que la propriété
ngmemque.de Fensemble de haricots disposés sur la table. Clest la
raison, d’ailleurs, pour laquelle cette forme de multiplication est
peut-étre un peu artificielle,

L’introduction courante consistera i laisser ies enfants compter les
ensembles :équivalents et former des ensembles d’ensembles équi-
valents, puis compter les éléments de ces ensembles d’ensembles,
Autrement dit, dans le cas des haricots, on a fait trois ensembles équi-
valentg d_e haricots. Ils sont équivalents puisque chacun est composé de
sept haricots. Puis il ¥ a un ensembie d’ensembles, c’est-3-dire un
enserrfble de rangées dans ce cas ; U'ensemble de rangées possdde la
proprgété numérique de trois et chaque ensemble de haricots a la
propriété numérique de sept. Si donc nous formons la réunion des
ensembles de haricots que nous avons disposés en rangées et si nous
calculons la propriété numérique de cet ensernble-réunion, nous obte-
nons un troisiéme ensemible dont la propriété numérique est vingt et
un. Cest le produit des propriétés numériques de Pensemble des ran-
gées et de ensemble des haticots de chaque rangée,

Appelons R Pensemble des rangées de haricots et appelons H,
H, ou H,; ou, encore, en résumé, H, si nous ne souhaitons pas faire
de différence entre les rangées, I'ensemble des haricots de chaque
rangée. Les propridtés numérigues sont alors :

N {H} = 7
N {R} =3

DYautre part, la réunion de H;, H, et H,, c’est-3-dire
{H, v H, UH,}

oonstit}le Pensemble-réunion dont nous voulons calculer la propriété
mumérique. Cette' propriété numérique, c'est le produit des deux
nombres 3 ¢t 7. 8i on appelle P I'ensemble-réunion, on a

N {P} = N {H} x N {R}

et « multiplié par » est l'opération nécessaire au calcul de la propriéré
numérique de I’ensemble-réunion en cause.

1l est important de saisir que dans cette opération on est allé au-deia
de Iidée d’addition. Il est vrai qu'on obtient la méme solution au
prollaléme en additionnant les trois termes qu’en multipliant par trois.
Mais ce n’est pas parce que la réponse est la méme que Popération est
la m_éme. La multiplication implique une nouvelle sorte de variable, 3
savoir le multiplicateur, qui corhpte des ensembles, Le multiplicateur est
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une propriéié des ensembles d’ensembles. Le multiplicande est une
propriété des ensembles. Aussi les deux facteurs ne s¢ rapportent-ils
pas au méme univers. En fait, il n’y a pas de facteurs dans le cas de
I’addition, parce que le nombre d’éléments 4 additionner est sans inci-
dence sur la nature du probléme, Les maitres qui enseignent que la
multiplication n’est qu’une addition répétée rendent un mauvais
service 3 leurs éléves. En réalité, ils leur cachent la difficulté et, méme,
leur assénent une contre-vérité, Il est peut-&tre utile de se rendre
compte de ce que la structure logique de Parithmétique demeure rela-
tivement simple tant qw’il ne sagit que de Yaddition et de la soustrac-
tion, alors que lintroduction de la multiplication pose des problémes
tout différents. Il en résulte — et cela, les mattres ne doivent jamais
Poublict — une difficulté d’un ordre plus grand dans Pacquisition du
concept de multiplication, comparée & celle du concept d’addition.
Dans la multiplication, on a affaire 4 deux univers différents 4 1a fois,
alors que dans I'addition il ne ¢’agit que d’un seul univers, celui des
ensembles. Dans Paddition, tout nombre se rapporte au méme 1univers,
celui des ensembles. Dans la multiplication, au contraire, certains
nombres se rapportent aux ensembles et d'autres aux ensembles
d’ensembles. Clest 14 un différence considérable, et les exercices que
les enfants auront faits avec des ensembles, et avec des ensembles
d’ensembles, et méme avec des ensembles d’ensembles d’ensembles,
les aideront considérablement, par la suite, i se colleter avec les pro-
blémes que leur posera la multiplication.

2.6. Division

TUn moment vient o il faut introduire la division. La forme la plus
simple de division, cC’est le partage. On a un ensemble et il 'agit de le
séparer en un certain nombre de sous-ensembles équivalents. Le résul-
tat de la division, c’est le nombre d’éléments qu’il y aura dans chacun
de ces sous-ensembles. Supposons, par exemple, un ensemble de
12 noix, qu’il s*agit de répartir en quatre sous-ensembles équivalents :
le résultat recherché, c’est la propriété numérique de chacun de ces
sous-ensembles, Clest 3, bien entendu. Quand on partage 'ensembie
de 12 noix en 4 sous-ensembles, la propriété numérique de chacun de
ces sous-ensembles équivalents est 3. Clest assez facile 4 faire, et les
enfants comprennent que c’est en quelque sorte 'opposé de ce qu'on
fait guand on multiplie. Quand on multiplie; on a I’'ensemble d’en-
sembles et sa propriété numérique ainsi que la propriété numérique
de chacun des ensembles donr est compesé Pensemble d’ensembles.
Le probléme est de trouver la propriété numérique de la réunion de
tous ces ensembles qui sont les éléments de 'ensemble d’ensembles.
Dans la division, on part de la propriété numérique. de la réunion des
ensembles d’ensembles ; on a également la propriété numérique de
I'ensemble d’ensembles et on cherche la propriété numérique de cha-
que ensemble dont Pensembie d’ensembles est composé.
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Premiére situation :

N{ELELE; .cov.n E,}.
et N{E,} = N{E;} := N{E;} - ... N{E,} sont connus
Probléme :
Quelle est la réponse & N{E, UE, U E, ...... WU E.}?

C’est par la multiplication que I’on résout le probléme,

Deuxiéme situation :

N{E,UE VE U.... s Bo}
et N {E.l’ Ess Eys veeneee. E,} sont connus
¢t on sait que
N{E,} = N {E;} = N{E;} = N ...... (E.)
Probléme ;
Quelle est la valeur commune de N {E|} ?
Ce probléme a sa solution dans une division,

Troisiéme situation !

N{E,UVE VE, ... E.}
et N {E,} est connu.

Probldme :

Quelle est la valeur de N {E,, By, B, ... }?

Ce probléme a également sa solution dans la division.

Quant aux moyens de venir i bout des difficultés inhérentes 4 la
structure ci-dessus, nous les avons indiqués ci-dessous p. 114,

3. ETATS ET OPERATEURS
3.1. Etats et opérateurs en marhématigue

Une bonne partie de la mathématique se rapporte i ’étude des états
et & Pétude des opérateurs qui entrainent la transformation de ces états
en d’autres états. Par exemple, ’'addition constitue une situation de ce
genre. Il en est de méme de la soustraction et de toute autre opération
arithmétique, Dans ’addition, on a la situation suivante :

Soit un état d’origine, par exemple la propriété numérique d’un
certain ensemble : trois livres posés sur la table. Cet ensemble de trois
llvres est Pensemble d’origine et sa propriété numérique, trois, consti-
tue I'état d’origine. Effectuons maintenant une transformation. Elle
peut &tre de réunir cet ensemble de trois livres 4 un autre ensemble, de
quatre livres, qu’on vient de poser sur la table. L’opérateut, ¢’est la
propriété numérique de ensemble qui vient d’étre posé, et qu’il s'agir
e réunir & I'ensemble existant 3 'origine sur la table. La propriété
numérique de I’ensemble original est trois, et la propriété numérique
de l'opérateur est quatre. ‘Bien-entendu, une fois que les deux ensem-

35



bles sont réunis, I’état de la table se trouve modifié. Il y a, dessus, un
nouvel ensemble, et sa propriété numérique est constituée par Iétat
modifié. Elie est de sept. Ainsi, ce qui s’est passé, c’est qu’d 1'¢ état-
trois » a été appliqué un opérateur « ajouter quatre » ce qui a donné un
« état-sept ». On peut en dire autant de la multiplication. A '« état-
trois » qui est sur la table on applique 'opérateur « multiplier par
quatre » Cela signifie gue, sur une¢ autre table par exemple, nous
voulons créer un état dans lequel il y aura quatre fois autant de livres,
Nous allons considérer un ensemble d’ensembles tel que dans chacun
de ces ensembles il y aura trois livies et qu’ainsi cet ensemble d’en-
sembles comprendra un ensemble de trois livres, un autre ensemble de
trois livtes, un autre ensemble de trois livres et encore un autre en-
semble de trois livres. La propriété numérique de cet ensemble d’en-
sembles est, naturellement, guatre, et ¢’est 14 notre opérateur qui agit
maintenant en tant ¢gue multiplicateur. Le nouvel état qui a été
engendré s’obtient en calculant la propriété numérique de la réunion
de tous les ensembles de livees qui viennent d’étre posés sur la table.
Cette propriété numeérique est de douze, Ainsi, dans ce cas, on est
parti d’un «état trois » et par une opération de « multiplication par
quatre » on 4 obtenu un « état de douze ». Bien entendu, on peut uti-
liser les états et les opérateurs 4 bien autre chose qu'd compter 'ap-
partenance 3 des ensembles et 4 modifier cette appartenance en
réunissant d’autres ensembles 4 'ensemble d’origine. Par exemple, on
peut dire de état d’un enfant de la classe qu’il est d’étre debout dans
un coin de la pizce. On peut ensuite lui appliquer un opérateur (par
exemple, faire deux pas en avant) qui le place en un autre endroit de
la pi¢ce. On peut tout aussi bien lui donner d’autres ordres, comme
de faire des pas de c6té ou en arrigre, ou de s’asseoir, ou de monter sur
une chaise, et ainsi de suite. Dans chacun de ces cas, ’état initial est 1a
position dans laquelle se trouvait Penfant jusqu’au moment oll, par un
opérateur, cet état a été transformé en un autre état.

On peut jouer A changer les états avec les interrupteurs électriques,
Par exemple, I’état de la pigce est « éclairé ». On actionne l'interrup-
teur : c’est I'opérateur. Ayant actionné I'interrupteur, I'état de la piéce
est différent, & savoir « obscur ». Et si on actionne de nouveau linter-
rupteur, Pétat change encore une fois. Voila un ensemble de change-
ments trs simple. Il n’y a qu’a actionner P'interrupteur. On peut com-
pliquer le jeu avec deux interruptenrs, commandant chacun une lampe
différente. On a alors trois sortes de changements — actionner 'un des
interrupteurs, actionner P'autre interrupteur, actionner les deux inter-
rupteurs 3 la fois. On peut méme, si on veut, pour compléter le tableau,
y inclure Yopérateur qui consiste 3 n’actionner aucun interrupteur.
Mais C’est un peu compliqué, et il ne faut pas aller trop vite. ¢« Ne rien
faire » en tant qu’opérateur correspond i zéro dans I’addition et & un
dans la multiplication.

Nous avons décrit des jeux de ce genre dans notre II¢ partie.
Jouer A prendre un opérateur pour passer d'un état inidal 4 un état
final, c’est, si vous voulez, jouer & des jeux état-opérateur-<tat,

36

3.2. Les opérateurs inverses en général

Aprés avoir joué a quelques jeux état-opérateur-état, on peut se
demander ce qu’il faut faire pour revenir 4 1’état initial. Par exemple,
si on a fait trois pas en avant, gue faut-il faire pour se retrouver dans
IPétat o1 on était avant I'opération ? Trois pas en arridre, c’est certain.
Le déplacement, la transformation, Popération de faire trois pas en
avant sont ¢ annulés » par le mouvement qui consiste & faire trois pas en
arridre. De méme, deux pas i droite sont annulés par deuxpas & gauche,
et une intervention sur linterrupteur est annulée par l'intervention
suivante ; ¢'il v avait de la lumiére avant qu’on I’actionne, il y en aura
de nouveau quand on Pactionnera une seconde fois, ¢t de méme si
I'obscurité régnait au début, elle régnera encore quand on aura ac-
tionné deux fois I'interrupteur. I1 n’en est pas tout A fait de méme dans
le cas des deux pas en avant. Si, aprés avoir fait deux pas en avant, on
en fait encore deux en avant, on ne se trouve nullement ramene au
point de départ : on s’en trouve encore plus éloigné, alors que $i on
veut se retrouver au point de départ, il faut faire deux pas ¢n arriére,
C’est-A-dire en sens contraire. Prenons un autre exemple : si on dit
« faites demi-tour sur place » deux fois de suite, 'exécutant se retrouve
dans sa position initiale ; 5°il était face au tableau noir, il est encore
face au tableau noir aprés deux demi-tours. De méme, si on retourne
un cahier sur son envers, puis si on lui fait faire encore un demi-tour
dans le méme sens : on est dans le méme cas que pour Uinterruptenr.
On peut jouer ainsi 3 divers jeux ¢ opérateur-état-opérateur » avec les
enfants. On peut, par exemple, reprendre le cahier et voir si on ne peut
pas imaginer d’autres mouvements. On peut le faire tourner, en cffet,
de différentes fagons : on peut le basculer en ramenant le haut vers soi
{ou en &loignant de soi le bas, ce qui est équivalent), ce qui constitueg
un premier mouvement ; on peut aussi le faire tourner comme on tour-
ne une page, de droite & gauche (ou de gauche 4 droite, c’est la méme
chose), ce qui fait un second mouvement. Si on atrache de I'impor-
tance au sens dans lequel se trouve le cahier aprds sa rotation, ces deux
mouvements ne sont pas équivalents : dans le premier, la couverture
arridre du cahier, ol est généralement imprimée une table de multi-
plication, se retrouve téte-béche, et la table est & Lenvers; dans le
second mouvement, au contraire, elle demeure dans le sens de la lec-
ture. Enfin, on peut faire tourner le cahier a plat sur lui-méme sans fe
soulever de la table, de sorte que le dessus demeure dessus et le dessous
en dessous, mais que les inscriptions de la couverture se refrouvent a
Ienvers :

rerto odas racto vereo racte LI%TE
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Il y a donc trois mani¢res de tourner le cahier, et celui-ci peut 8tre
dans quatre états différents : recto apparent & Uendroit, verso apparent
4 Iendroit, verso apparent a Penvers, recto apparent 3 'envers. Quant
aux transformations, nous en avons considéré trois jusqu’a présent
(voir figure). Il y en a une quatridme qui consiste i ne rien faire du tout,
qui correspond a I’absence d’action sur I'interrupteut. Tl sera intéres-
sant de voir combien d’enfants saisissent que les régles du jeu du cahier
sont les mémes que celles de Iinterrupteur.

3.3. Les opératenrs inverses en arithmétique

Ayant joué & des jeux qui rétablissent la situation originale, on peut
appliquer cette expérience 4 I'étude des opérations qui rétablissent la
situation dans le cas de Padditon, de la soustraction, de la multipli-
cation et de la division. Par exemple, si on a sur la table un « érat-sept »
parce qu’on y a mis sept livres, on peut exécuter une opération d’en-
levement d'un ensemble, effectizant par 12 la soustraction de sept du
nombre correspondant ; si on enléve trois livres, c’est-A-dire un sous-
ensemble de trois livres appartenant  I’ensemble de sept livres, len-
semble-différence restant aura la propriété numérique de quatre. Que
faut-il faire pour rétablir la situation dans son état initial ? Il est &vident
qu’il faur remplacer I'ensemble enlevé par un ensemble équivalent
quelconque. $i on remplace Pensemble qui avait été enlevé par un
autre ensemble quelconque équivalent 3 ’ensemble enlevé, on rétablit
la situation grithmérigue dans son étar antérieur, méme si on n’a pas
rétabli la situation matérielle exacte de ’ensemble. En d’aurres termes,
on aurait pu remettre trois pommes 2 la place des trois livres. Il v
aurait néanmoins un ensemble d’éléments, résultant de la réunion de
I'ensemble des quatre livres avec I'ensernble des trois pommes, qui
sera équivalent 3 Pensemble de sept livres, Ainsi, en ce sens, les opé-
rations de retrancher trois et d’ajouter trois sont des opérarions
inverses Iune de l'autre. Si on ajoute trois aprds avoir retranché
trois; on se trouve ramené au point de départ. Les maitres ne se
rendent pas toujours compte & quel point c’est peu évident. Il n’est pas
immédiatement évident que la soustraction est ’inverse de I'addition,
et il n’est pas non plus évident que P’addition est "inverse de la sous-
traction. Ces relations, il faut les apprendre, et si on n’a pas prévu cette
acquisition, elle peut ne pas intervenir.

Un autre jeu qu’il est essentiel de jouer, c’est celui qui- consiste &
trouver 'opérateur qui conduit d’un certain état 4 un autre état. Sup-
posons ¢u’on ait un état de cing, et qu’on veuille aboutir A un état de
sept, quelle opération faut-il faire? Ou encore, supposons qu’on ait
fait intervenir un opérateur de trois et qu’on soit arrivé & un état de
sept, de quel état était-on parti? On peut, naturellement, combiner
additions ¢t soustractions de mani2re 3 rendre le jeu plus complexe, et
les enfants prennent grand plaisir & compliquer eux-mémes progres-
sivement ces problémes.
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Pour jouer & ces jeux, on peut concrétiser lg situation iniriale en dis-
posant un récipient sur la table, destiné & i.nd1qpe_r 1's étag » de la table,
et mettre dans la main d’un enfant un autre récipient, qui représe:m_:era
I« opérateur ». On place un certain nombre d’objets dans le récipient
«état » de la table. Quant au récipient « opérateur» il peut servir
comme «appareil qui compléte » ou comme ¢ apPgrgﬂ qui t?rﬂéve »,
On met un certain nombre de choses dans le ¢ recxp1en’t opérateur »
puis on fait la réunion de cet ensemble de choses avec Pensemble de:
choses qui est sur la table. L’état qui en résulte sur la table est celui
qui a été provoqué par opérateur qui compléte, On peut de méme
utiliser e « récipient opérateur » pour enlever d.es spus-e}membles ":le la
table, I’état qui en résulte sur la table est celui qui a ét¢ provoque par

‘opération d’enlévement. _
logupposons qu’en ait sur la table un état de 7, c’est=ii~dire un en~
semble dont la propriété numérique est sept. On peut poser les pro-
blémes suivants :

Etat initial opérateur seoor[l__r:lil état
4} 7 +3
@) 7 4 O - 10
€)) 10 - O = 7
(4) 10 - T = O
&) O - 7 = 3
6 O + 3 7

On pourra ensuite discuter des raisons pour lesquelles_ fes réponses
aux problémes (2), (3) et (4), par exemple, sont oonsutu.ées par le
méme nombre, A savoir trois. Si les enfants resteut muets, il faut 'Ieur
ptocurer de nouvelles expériences de compréhension des propriétés

inverses. Ainsi:

Etat initial Opérateur
7 + 3
Second état Opérateur
10 -3
Troisidéme état
1
Qu encore
Etat initial Opérateur
7 4+ 3
Second état Opérateur
10 .|
Troisigme état
' 7
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La, il s'agit non seulement de déterminer la valeur de Popérateur,
mais encore son espice,

8i c'est encore le mutisme, on poussera plus loin les expériences.
Par exemple :

Erat initial Opérateur
O
Second érar Opérateur
7 + 3
= Troisitme état
10

Ces exercices finissent toujours par faire découvrir que Paddition
et la soustraction sont inverses P'une de 'antre.

3.4. Combinaison des opérateurs, Propriété associative
Naturellement, on peut allonger les ¢ chaines » ci-dessus, et aug-

menter le nombre des «maillons manguants», ou raccourcir des
chaines pius longues. Par exemple :

Etat Second Troisitme Quarriéme
initial Opérateur| état Opérateur état Opérateur état
10 +3 13 —4 9 +2 I

Peur-on «sauter» le second étar? Comment peut-on passer du
premier état au troisitme en n’utilisant gi’un sew! opératenr ? Il est clair
que cet opérateur unique sera ¢ Gter 1 » ou ¢~ 19, On peut donc
raccourcir la chaine comme suit :

Etatinitial  Opérateur Etat suivant  OQpérateur Etat final
10 -1 9 +2 11

Dans. cet exercice de raccourcissernent, on a remplacé la succession
des opérateurs ¢« ajouter trois » et ¢ rettancher quatre » par Popérateur
unique « retrancher un ». Arithmétiquement, on est passé de

(10 + 3)~-4 3 10-1

et + 3 - 4 a été remplacé par — 1. Qwon naille surtour pas penser
que nous parlons ici de nombres positifs et de nombres négatifs! Nous
ne parlons que d’additions, de soustractions et de leurs intercon-
nexions,

Nous avons, cependant, fait un pas important en avant. Au lieu de
combiner des £tats et des opérateurs et d’obtenir les &tats qui en résul-
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tent, nous avons combiné les opérateurs et obtenu les opérateurs qui en
résultent! Avant d’établir ces relations entre opérateurs, il va falloir se
servir de la méme série d’opérateurs en partant d’états différents. On
remarquera qu'une succession d’opérations d’addition et/ ou d’opé-
rations de soustraction équivaut & un seul de ces opérateurs, indépen-
damment de I'étar initial. Par exemple :

¢ ajouter trois » suivi d'« ajouter quatre » aura toujours le méme effet
que J'opération isolée de

« ajouter sept »

C’est 1a une situation trés différente de celle dans laquelle on prend
un état de trois, on opére dessus i Paide de I'opérateur « ajouter
quatre » et on obtient un érat de sept. On est passé, en somme des jeux
opérateur-état-opérateur a ce qu’on pourrait appeler des jeux

opérateur-opérateur-opérateur

En plus court, on joue & 4 op ~ op — op »,

Maintenant que nous avons appris aux enfants a jouer 4 différents
jeux d’addition et de soustraction, il serait peut-&tre temps de nous
occuper des propriétés de ces opérations. Certains d’entre eux se sont
peut-&tre déja apergus que I'ordre dans lequel on additionne était sans
incidence sur le résultat. Il s’agit de la propriété de commutativité. Elle
est la conséquence directe de la propriété de commutativité des rén-
nions d’ensembles. La réunion d*un ensemble avec un autre ensernble
donne le méme ensemble-réunion indépendamment de lordre dans
lequel on exécute Popération :

{OvH v {0} = {Ovo}
{o} v {Ov} = {Ovo}

De ce fait, 1a propriété numérique de 'ensemble-réumnion ne dépend
pas de Pordre dans Iequel on compte le nombre des &léments des deux
ensembles qui sont entrés dans sa composition. On peut faire des
CXercices sur ce sujet, en posant, par exemple, la question : ¢ Deux
et trois, c’est la méme chose que trois et quoip » On voit que 1’étar
et Popérateur sont interchangeables. Ou encore, on peut demander :
« Ajouter cing et ajouter six, c’est la méme chose qu’ajouter six
et ajouter quoi? »

Une autre propriété importante, c’est Passociativité que possédent
I'addition et la mulriplication, mais que ne possédent mi la sous-
traction ni la division. Elle est, 1a encore, la conséquence directe
de la propriété d’associativité des réunions, dans le cas de addition.
Prenons trois ensembles, que nous appellerons A, B ¢t C. La réunion
de A et de B, c’est-A~dire Pensemble des éléments de A mis avec en-
semble des éléments de B, peut étre réunie a ’ensemble C. On obtien-
dra le méme ensemble que si on prenait A et qu'on le reunissait & la
réunion de B et de C. En notation formelle,

(AuBlUE=AUBUC
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Cela étant, il est évident que si, par exemple, le nombre d’él¢ments
de Pensemble A est de trois, celui de B de quatre et celui de C de
cing, trois plus guatre ajouté & cing sera égal 2 trois ajouté i quatre
plus cing, ce que Pon peut exprimer d’une autre maniére en disant que
sept plus cing est égal 4 trois plus neuf. C’est la propriété d’associa-
tivité, propriété importante de Paddirion. On peut associer les deux
premiers nombres, puis ajouter le résultat au troisiéme ou ajouter au
premier le deuxiéme et le troisiéme préalablement associés, Au niveau
des ensembles, les &léments se trouveront tous réunis dans ensemble-
réunion et ils consisteront en la totalité des éléments des ensembles
réunis. C’est pourquoi Uopération de réunion des ensembles est asso-
ciative et il en est de méme de I'addition,

On peut faire comprendre la propriété associative en jouant a
op-op-op avec ¢ raccourcissement des chaines ». Nous avons vu plus
haut que, par exemple, dans la ¢ chaine » :

Fiat Second Troisidme Quatrigme
initial Opérateur | état  Opérateur &tat Opérateur état
3 +2 5 +1 6 +4 10

on pouvait court-circuiter le second éeat comme suit

Ltat initial ~ Opérateur Btat suivant  Opérateur Etat final
3 +3 6 +4 10
Arithmétiquement,

(3 + 2) 4 1 a été remplacé par 3 + 2+ 1),s0it3 4+ 3
et dans un cas comme dans Pautre on 8 abouti 4 6.

La soustraction ne bénéficie malheureusement pas d’une situation
aussi favorisée. Bn effet, (7—5) -1 est égal & 2 — 1, ce qui fait L.
Ce p’est pas la méme chose que 7 — (5 — 1), qui équivaut 3 7 — 4,
cest-a-dire 4 3, résultat différent de 1!

(-5—-1ZF7-06-1

et la soustraction west pas une opération associative. On ne peut pas '
grouper nimporte comment les nombres que Ion soustrait les uns j

des autres... sous peine d’obtenir des résultats différents. Tandis
que(7+ N+ 1=T7+E+ 1D

Mais si la soustraction n’est pas associative, la succession de deux

goustractions équivaut quand méme & une seule soustraction. Ainsi :

Etat initial  Opérateur Etat suivant  Opérateur Brat final -
7 =5 2 -1 1
peut étre « raccourci » en
Etat initial ~ Opérateur Erar final
7 -5 1
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de sorte que
T-H—-1=7-5+D=7-6=1
tandis que

(7-5—1#7-(5-1.

, Le.s propriétés des inverses peuvent aussi &tre considérées dans
%opnque ¢ op-op-op * Jusqu'd présent, on a parlé d’un opérateur
inverse comme d’un opérateur qui, §’il suit le premier opérateur dont
il est I'inverse, rétablit ’état initial. Mais on pourrait aussi considérer
les propriétés des inverses comme un élément des propriétés des jeux

de_ ¢ raccourcissement de chafnes », Prenons, par exemple, la chaine
sulvante ;

Etat initial  Opératenr Second état  Opérateur Etat final
7 -2 5 +2 7

Comment peut-on faire pour passer de ’état initial & 'état final sans
basser par le_second état? Soit en ajoutant, soit en retranchant zéro.
On obtient ainsi la chaine raccourcie:

Etat initidd  Opérateur Etar final
7 +0 7

et ainsi -~ 2 4 2 est remplacé par |- 0,
de méme + 2 - 2 peut étre remplacé par + 0,

Et ‘l’un comme Pautre peuvent &tre remplacés par — 0.

Arithmétiquement pariant, nous avons exécuté le raccourcissement
ou la « simplification » ’

de(?—l2)+ 2347+ Oetenfina 7

L"apphcation consécutive d'un opérateur et de son inverse est
€quivalente a I'application de I’élément neutre. Voild une vue péné-
trante dont on pourra aussi favoriser I’acquisition par ’emploi d’antres
€é1ats et d’autres opérateurs, tels que positions et mouvements dans la
clagse, allumage et extinction de la lumitre, et ainsi de suite. Par
exe:lnple, un pas en avant, suivi de son inverse — umn pas en arriére —
équivaut 4 « rester sur place », qui constitue, dans ce jeu, I'opération
neutre. Appuyer sur le bouton, puis appuyer sur le méme bouton ({cet
opérateur étant son propre inverse)! équivaut i «ne pas toucher I’in«
terrupteur », ce qui est encore un opérateur neutre.

Les pr(:.-priétés des opérateurs ci-dessus sont extrémement impor-
tantes, et il est indispensable de les faire acquérir aux &nfants dés qu’ils
sont préts 4 ce genre de compréhension analytique,

Une autre propriété de "addition a rapport au zéro. Si, & un nombre

quelconque,on ajoute zéro, on obtient un total qui est égal & ce nombre.
'ar exemple :

T+0=7 61-0=6 04-2=2

I Intmuptf:ur-lumibre 4 télécommande. Cu encore, interrupteur tour-
1Nt & sens unique de rotation.
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Cela étant, il est évident que si, par exemple, le nombre d’¢léments
de ensembie A est de trois, celui de B de quatre et celui de C de
cing, trois plus quatre ajouté 4 cing sera égal & trois ajouté 4 quatre
plus cing, ce que l'on peut exprimer d’une autre maniére en disant que
sept plus cing est égal & trois plus neuf. Clest la propriété d’associa-
tivité, propriété importante de 'addition. On peut associer les deux
premiers nombres, puis ajouter le résultat au troisiéme ou ajouter au
premier le deuxi¢me et le troisi¢me préalablement associés. Au niveaun
des ensembles, les éléments se trouveront tous réunis dans I’ensemble-
réunion et ils consisteront en la totalité des éléments des ensembles
réunis, Cest pourquoi Popération de réunion des ensembles est asso-
ciative et il en est de méme de I'addition,

On peut faire comprendre la propriété associative en jouant a
op-op-op avec « raccourcissement des chaines ». Nous avons vu plus
haut que, par exemple, dans la ¢ chaine » :

Etat Second Troisidme Quatritme
initial Opérateur | é&tat Opérateur stat  Opérateur état
3 +2 5 +1 6 -4 10

on pouvait court-circuiter le second état comme suit :

Etat initial  Opérateur Etat suivant  Opérateur Frat final
3 +3 6 +4 10
Anthmétiquement,

(3 + 2) 4 1 a éé remplacé par 3 + (2 + 1), s0it3 4 3
et dans un cas comme dans Pautre on a abouti 4 6.

La soustraction ne bénéficie malheureusement pas dune situation
aussi favorisée. En effet, (7—5) =1 est égal 4 2 — 1, ce qui fait 1.
Ce n’est pas Ia méme chose que 7 — (5 — 1), qui équivauta 7 — 4,
Cest-a-dire 3 3, résultat différenc de 1!

(1—5—1£T~-G—1)

et la soustraction #’est pas une opération associative. On ne peut pas i
grouper mwimporte comment les nombres que l'on soustrait les uns

des autres... sous peine d’obtenir des résultats différents. Tandis
que 7+ N+1=T+E+ D

Mais si la soustraction. n’est pas associative, la succession de deux k

soustractions équivaut quand méme 2 une seule soustraction. Ainsi:

Etat initial  QOpérateur Etat suivant  Opérateur Erat final
7 -5 2 -1 1
peut étre « raccourci » en
Btat iniial  Opérateur Etat final
7 —-£ 1
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de sorte que

-9 —1=7-(+1)=T-6=1
tandis que

T-5—1£7-(5-D.

: Lt?:S propriétés des inverses peuvent aussi étre considérées dans
!opthue «op-op-op ». Jusqu'd présent, on a parlé d’un opérateur
inverse comme d’un opérateur qui, §’il suit le premier opérateur dont
il est U'inverse, rétablit I’état initial. Mais on pourrait aussi considérer
les propriétés des inverses comme un élément des propriétés des jeux

de_ 4« raccourcissement de chaines ». Prenons, par exemple, la chaine
suivante

Etat initial  Opésateur Second état  Opérateur Erar final
7 -2 5 +2 7

Comment peut-on faire pour passer de I’état initial & Pétat final sans
passer par le _sec_:ond état? Soit en ajoutant, soit en retranchant zéro,
On obtent ainsi la chaine raccourcie:

Etat initisl  Opératenr Etat final
7 +0 7

et ainsi — 2 + 2 est remplacé par - 0,
de méme + 2 - 2 peut &tre remplacé par 4- 0.

Et _l’un comme 'autre peuvent &tre remplacés par — 0.

Arithmétiquement parlant, nous avons exécuté le raccourcissement
ou la « simplification » ’

de(7-2)+2 a7+ Oetenfina 7

L_’application consécutive d’un opérateur et de son inverse est
équivalente & I'application de ’élément neutre. Voila une vue péné-
trante dont on pourra aussi favoriser I’acquisition par 'emploi d’autres
états et d’autres opérateurs, tels que positions et mouvements dans la
classe, allumage et extinction de la lumiére, et ainsi de suite. Par
exerpple, un pas en avant, suivi de son inverse — un pas en arriére =
fquivaut 4 « rester sur place », qui constitue, dans ¢e jeu, I’opération
neutre. Appuyer sur le bouton, puis appuyer sur le méme bouton (cet
opérateur <tant son propre inverse)! équivaut i « ne pas toucher I'in-
terruptenr », ¢& qui est encore unl opérateur neutre.

Les propriétés des opérateurs ci-dessus sont extrémement impor-
tantes, et il est indispensable de les faire acquérir aux &nfants dés qu’ils
sont préts i ce genre de compréhension analytique.

Une autre propriété de addition a rapport au zéro, Si, 4 un nombre

quelconque,on ajoute zéro, on obtient un total qui est égal A ce nombre.
’ar exemple :

T+0=7 6+0=6 0+2=2

l. Intcrruptu;ur-lumiére 4 télécommande. Ou encore, interrupteur tour-
narit & sens unique de rotation.
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C’est 14 un cas particulier d’un fait important, encore qu’évident, 4
savoir que si "on applique Popérateur neutre, aprés avoir exécuté un
certain mouvement, I’effet total est le méme que si on avait exécuté
uniquement ce mouvement. Si on agit sur Uinterrupteur, et qu’ensuite
on n’y fait rien, Peffet est le méme que si on s’est contenté d’agir une
fois sur Pinterrupteur. Il nous faur obligatoirement un opfrateur ayant
un tel effet, c’est-a-dire sans aucun effet, afin de mettre de Pordre dans
la situation des inverses. Toute succession d’opérateurs sera toujours
équivalente 2 un opérateur unique (tout au moins dans le genre de
jeux que nous jouons actuellement), de sorte qu’il nous faut, dans notre
jeu, un opérateur équivalent 3 un opérateur suivi de son inverse.

11 ne servirait a rien de faire répéter ces choses mécaniquemernt aux
enfants, dans l'espoir quils en acquiérent la compréhension intime.
En particulier, des choses dans le genre de «zéro plus zéro égale
zéro ». La compréhension de telles relations est le résultat d’un effort
de pensée qui se situe & un niveau trés élevé, ct il est absolument sans
objet de les faire répéter par ceeur, comme des slogans publicitaires.
Les relations qui existent entre zéro et les autres éléments, dans le
domaine de P'addition, sont la conséquence des propriéiés de l'en-
semble vide. Si Fon réunit un ensemble quelconque avec I'ensemble
vide, la réunion qui en résulte n’est autre que Pensemble dont on est
part. Et c’est pour cela que la propriété numérique demeure, elle
aussi, inchangée quand en ajoute le nombre zéro.

Les propriétés d’associativité et de commutativité caractérisent éga-
lement la multiplication. Mais elles sont plus difficiles & saisir dans les
débuts. Aussi vaut-il mieux laisser pour plus tard les expériences qui
conduisent & leur compréhension.

4, LES PUISSANCES ET LEUR NOTATION
4.1. Introduction aux puissances

1l arrive un jour oit les enfants éprouvent le besoin de communiquer
aux autres des nombres relativement importants. Ils veulent se dire
combien il y avait d’habitants dans la ville ot ils ont passé leurs va-
cances. Ils ont peut-étre vu, dans le journal, des groupes de chiffres
assez importants. Iis ont rencontré des centaines, des milliers, des
dizaines de milliers, des millions. Ils entendent patler de voyages dans
la lune et de distances astronomiques. Ils veulent savoir de quoi il
g’agit et pour cela il leur faut se familiariser avec ce qu’on appelle en
arithmétique la notation — ou la valeur — de position, Le systéme de 1a
valeur de position a pour fondement le comptage de groupes ou en-
sembles de différentes ditnensions, ces divers groupes contenant cha-
cun des éléments en nombres (centaines, milliers) qui sont des puis-
sances de la base choisie, dix en numération décimale. Quand nous
comptons des objets, nous les comptons soit individuellement, soit
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par dizaines s’il ¥ en a plus de dix, soit par centaines §’il v en a plus de
cent, soit par milliers s’il ¥ en a plus de mille, et ainsi de suite.

On voit que la notion de puissance est inhérente i celle d’une
notation fondée sur la valeur positionneile. Une notion mathématique
comme celle de puissance s’acquiert trés facilement quand on mani-
pule toutes les variables qui s’y trouvent contenues. Quelies sont ces
variables ? Prencns la puissance trois de dix (10%). L’une de ces varia-
bles, qui a pour valeur trois, est connue sous le nom d’exposant.
L’autre variable, qui a ici pour valeur dix, est le nombre de base. Aussi,
pour faire acquérir aux enfants la notion de puissances faut-il leur
fournir des expériences variées, dans différentes bases formées avec
divers exposants. En d’autres termes, il va falloir gqu’ils prennent con-
tact avec des ensembles d’objets ayant pour propriétés numeériques
2, 4, 8, 16, 32, 64, etc..., c'est-a-dire des puissances de 2, ou 3, 9, 27,
81, etc..., ’est-3-dire des puissances de 3, ou 4, 16, 64, etc..., c’est-a-
dire des puissances de 4, et ainsi de suite, C’est beaucoup plus facile
qu’on ne I'imagine en général, Tour ce qu’il ¥ a & faire, c’est de jouer
des feux de groupement, avec tout ce qui tombe sous 12 main, Ce peut
étre des cailloux, des capsules de bouteilles, des allumettes ou les
enfants eux-mémes, Par exemple, on prend les enfants et on les groupe
en puissances de deux. -Admettons qu’il ¥ en ait trente-sept dans la
classe. On peut alors commencer par les répartir par paires, ce qui fait
dix-huit paires et un enfant isolé

Ensuite, on peut grouper le plus possible de ces ensembles en en-
gembles de huit, ce qui fait quatre ensembles de huit, un ensemble de
guatre et un isolé

Naturellement, on peut transformer les quatre ensembles de huit
cn deux ensembles de seize, les deux ensembles de seize en un ensem-
ble de trente deux, de sorte que, finalement, on a un ensemble de
irente deux, aucun ensemble.de seize, aucun ensemble de huit, un
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ensemble de quatre, aucun ensemble de deux et un enfant isolé,
ce que 'on peut noter comme suit :
100101

Le premier | représente un ensembile & la puissance cing, le zéro qui
sujt signifie qu’il n'y a aucun ensemble A la puissance quatre (aucun
groupe de 16), le zéro suivant indique qu’il 0’y 2 aucun ensemble 4 la
puissance trois {aucun groupe de 8}, le 1 suivant représente un ensemble
4 la puissance 2 (un groupe de 4), le zéro rappelle gqu’il n’y a aucun
groupe i la puissance umn, aucun groupe de 2 et, enfin, le dernier 1 se
rapporte 4 un enfant isolé qui ne fait pariie d’aucun groupe. Voila un
nombre exprimé en numération binaire ; 100101 désigne le méme
nombre que 37 et les deux notations se référent au nombre d’enfants
de la classe, & cette différence prés que dans un cas on a groupé les
enfants par puissances de deux tandis que dans I’autre cas on les a
groupés par puissances de dix.

On pourrait tout aussi bien grouper les enfants en ensembles dont
les propriétés numérigques seraient des puissances de trois: douze
groupes de trois et un isolé, puis quatre groupes de neuf et un isolé,
puis un groupe de vingt-sept, un groupe de neuf et un isolé, Finale-
ment, 'opération serait notée 11 0 1. Le premier 1 indique qu’il y a
un groupe 4 la troisidme puissance,  savoir vingt-sept qui est la puis-
sance (rois de trois, le second 1 margue la présence d’un groupe 4 la
puissance deux, c’est-i-dire un groupe de neuf (rrois 4 la puissance
deux}, le zéro margue absence de tout groupe de trois (trois & la
puissance un) et le dernier un désigne un enfant isolé,

I1 serait tout aussi facile de faire le groupement en puissances de
quatre, trente-sept enfants étant alors représentés par les chiffres 2 1 1.

Ce serait un exercice trés utile que de compter chaque matin tous
les enfants dans les différentes bases, en le faisant au moins pour les
bases 2, 3, 4 et 5. On peut faire des exercices analogues avec une pile
d’objets, en demandant aux enfants d’exprimer combien il ¥ en a dansg
différentes bases. Par exemple, on leur présente sept jetons. En base
deux, cela en fair 11 1, c’est-a-dire 1 groupe de quatre, 1 groupe de
deux et un isolé. Mais ces mémes sept jetons se marquent 2 1 en base 3,
parce qu’il ¥ a deux groupes de irois et un isolé. En base quatre, le
méme nombre de jetons s’exprimera 1 3 : un groupe de quatre et trois
isolés. En base cing, ce sera 1 2 : un groupe de cing et deux isolés. Les
enfants s’amuseront beaucoup 4 compter les chaises, les tables, les
crayons de leur plumier ou de leur trousse ¢t méme le nombre de
piéces de leur porte-monnaie. Ils y deviendront vite experts, et ne
trébucheront méme pas sur le zéro. Ainsi, dix en base trois s’écrirait
101, puisqu’il ¥ a un groupe de neuf, aucun groupe de trois et une
unité isolée,

Mais, il faut souligner qu’il serait sans intérét de faire apprendre aux
enfants & compter par catur dans différentes bases, si on ne leur pro-
curait pas en méme temps les expériences qui leur permettent de com-
prendre les relations de structure entre comptage, groupement et
Ppuissances.
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4.2, Etablissement de la notion de succession

L’une des conditions préalables 4 une compréhension efficace des
nombres est Passociation de Pordre dans lequel les nombres se suivent
avec les quantités qu’ils représentent en tant que propriétés des en-
sembles. Les enfants deivent comprendre que le suivant représente
toujours #n de pius et que celui qui représente un de plus est toujours
le suivant. Un enfant qui sait compter jusqu'a vingt, trente, voire cent,
ne se rend pas toujours bien compte de ce que quinze est un de plus
que guatorze ou que trente-trois est un de plus que trente-deux. It sait
juste que c’est le suivant. « Ajouter un» n’a pas encore &té associé i
Tidée de « suivant » de la série.

Pour aboutir 4 ce résultat, il faut faire compter de fagon concréte,
On prend soit des groupes d’objets, soit des pitces de ’ensemble des
blocs arithmétiques multibases {blocs M.B.) et on les dispose en ordre.
Par exemple, en base trois, on va commencer par faire une série
d’ensembles comme suit : (fig. 1), p. 48, 49:

un premier ensemble d’un objet
un second ensemble de deux objets
un troisidme ensemble de trois objets.

Pour bien marquer qu’i} ’agit chaque fois d*un ensemble, on peut,
par exemple, prendre de petits objets {allumettes, billes, cailloux,
jetons) et les mettre dans une soucoupe, pour indiquer qu’on en a
fait un ensemble

le quatrittne ensemble sera de trois billes dans une soucoupe et une

sur la table

le cinquidme ensemble sera de trois billes dans une soucoupe ¢t

deux billes sur la table

et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on A arrive 4 trois soucoupes pleines de
billes (trois billes chacune). On met alors ces newf billes dans un réei-
pient différent et plus grand, par exemple une boite & craie. On
construit alors la succession d'ensembiles :

le dixidme avec une boite et une bille sur la table

le onziéme avec une boite et deux billes

le douziéme avec une boite et une soucoupe de 3 billes

et on continue jusqu'i arriver au...

vingt-sixidéme, avec deux boltes de neuf billes, deux soucoupes de
trois billes et deux billes.

Si Pon ajoute alors une bille, il faut metire les trois billes qui sont
sur la table dans une soucoupe et les trois soucoupes dans une boite,
On a alors trois boites de nieuf billes, ¢t il nous faut trouver quelque
chose de plus grand pour les mettre dedans, un carton a chaussures
per exemple. Chaque récipient est une place réservée & un ensemble
dont la propriété numérique est une puissance de la base trois.

‘
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Fig. 1. Bxercice de comptage en base 3. On utilise des billes ou des réglettes
emboitables et des récipients divers: la soucoupe regoit le groupe du premier
ardre (31), la boite carrée, le groupe du deuxidme ordre (3%, la boite cylin-
drique, le groupe du troisitme ordre (3°). . )
De la m8me manilre, avec des billes ou des réglettes, il faut compter dans
les différentes bases avant d*utiliser le matériel muitibase Ini-méme ; le but
de ces exercices est de faire découvrir les concepts de groupement et de
groupes de différents ordres, phase préalable du concept de puissance.
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4.3. Encore des bases, encore des matériaux

Les enfants apprécient beaucoup ce genre d’exercices et il est
fréquent qu’ils veuillent changer de base au cours de la méme legon.
Parvenus & 1 000, qui est représenté par la grande boite contenant
vingt-sept billes, ils demandent A compter ces billes en appliquant
d’antres régles pour la détermination du nombre de billes & metire
dans les soucoupes et dans les boites. Dans le cas des vingt-sept billes,
ils vont mettre 24 billes dang six soucoupes de quatre billes chacune et
il restera trois billes qui seront sans soucoupe. Puis on redisposera les
six soucoupes : le contenu de quatre d’entre elles ira dans une boite,
¢t il en restera deux avec chacune quatre billes. Ainsi 1000, qui
exptimait en base 3 la propriété numérique de l'ensemble devient
maintenant 1 2 3, qui est une autre maniére d’exprimer la propriété
numérique du méme ensemble. Il est important de bien insister sur le
fait que c’est la méme propriéte numérique, méme si I'on utilise d'au-
tres chiffres pour exprimer le méme nombre. C'est 13 une acquisition des
plus importantes, et I'un des avantages de I'utilisation de différents
systémes de numération pour compter, ¢’est qu’elle fait voir claire-
ment aux enfants que méme s'il y a la méme quantité de billes ou de
jetons dans la boite ou dans la pile, ces billes ou ces jetons peuvent &tre
groupés différemment. Selon la manidre de les grouper, on donne a la
méme propridtd numérigue une appellation numérale différente.

Avant de pouvoir faire de la multiplication avec les puissances, il
faut commencer par apprendre les lois qui régissent les exposants. La
méthode généralement utilisée au lycée est la suivante : x® n'est que
Pabréviationde x x x ¥ x et x* Pabréviation de x > x X x X x desorte¢que
si on multiplie x* par x* on n'a rien d’autre que x XX X ¥ XXX XX XXX
que Pon écrit, en abrégé, x°. 11 'y a qu'3 compter les x et «leur
nombre constitue Iexposant ». A partir de ]a, on fait apprendre aux
éléves que la manitre de calculer le produit de deux puissances
d’une méme base revient & additionner leurs exposants. Mais il est
clair que c’est purement mécanique et que cela ne tient aucun compte
de la signification de Popération. On peut facilitér aux enfants de
saisir le sens de ces opérations #’ils réalisent la multiplication en mani-
pulant un matériel strucruré.

On peut utiliser des billes, des cailloux, tout ce qui tombe sous la
main, pour représenter les puissances successives de la base ; alterna-
tivement, on peut réaliser un matériel structuré permettant de repré-
senter par une seule pitce, de dimensions appropriées, les ensembles
d’objets servant 4 la constitution des groupes. Supposons, par exemple,
qu'on parte d’un cube-unité d’une certaine dimension (lcm de cOté).
En base 4, on peut assembler 4 de ces cubes de manidre qu'ils forment
un carré de 4 cm. de cdté (et | cm d’épaissear). Chaque fois quona un
groupe de quatre cubes-unité, on les remplace par une piéce de 4 x4 x 1
¢ Chaque fois qu’on a quatre « plaques » de ce genre, on les échange
contre une grande plaque de 16 X 16 X | cm. 8i on se tient ainsi dans
un monde 4 deux dimensions (non compris 1'épaisseur), on va bientdt
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manquer de place, surtout dans les classes surpeuplées que nous con-
naissons! Aussi sera-t-il préférable de se développer dans la troisiéme
dimension et, su lisu de prendre guatre plaques pour en faire une
grande 4 plat, on les empilera les unes sur les autres de maniére a
obtenir un cube de 4 X 4 % 4 cm contenant 64 cubes-unité, et ainsi de
suite. Il existe maintenant dans tous les pays des matériels spéciaux
pour les écoles L. Il n’est en aucune maniére indispensable de les uti-
liser, mais quand on s’attaque aux opérations plus complexes, comme
les multiplications 2 plusieurs chiffres au multiplicateur, il est trés
avantageux, pour effectuer matériellement les opérations équivalentes
— ce qui aide les enfants les plus lents 4 acquérir la méme compréhen-
sion que les enfants mieux doués — de disposer de pieces représentant,
d'un seul tenant, chacune des puissances d'une certaine base au licu
d’avoir 4 les construire chaque fois 4 partir des unités élémentaires.
Cela simplific les manipulations.

4.4, Erude des propriétés des puissances

Nous avons déjd montré que ’étude préalable des puissances, et
notamment des propriétés des exposants, est indispensable avant de
pouvoir aborder celle des opérations arithmétiques de la multiplication
et d’acquérir dans ce domaine une compréhension compléte. Nous
avons déji suggéré quelques exercices impliquant la notion de puis-
sance. Ces exercices nécessitent le groupage d’objets en groupes ayant
cerraines dimensions, Les propriétés numériques de ces groupes
doivent &tre des puissances d’'un nombre de base particulier, qui peut
atre 2, 3, 4, etc. On peut jouer maintes et maintes fois 4 de tels jeux, en
prenant tantdt les enfants, tantdt des objets comme éléments & grouper.
Si on se sert de petits objets, on peut meftre les groupes de la premiére
dimension dans des petites boites d’aliumettes, ceux de la seconde
dimension dans des grandes boites d’allumettes, ceux de la troisiéme
dimension dans des boftes A sucre en morceaux, et ainsi de suite.
On peut, par exemple, en base 3, collectionner des billes, en mettre
dans une petite boite d’allumettes, Dés qu’il y en a trois, on verse le
contenu de la petite bolte dans une grande boite d’allumettes ; quand
trois grandes boftes d’allumettes sont pleines, on les verse dans une
tesse, puis trois tasses dans un bol, ¢t ainsi de suite. Ces divers réci-
pients représentent chiacun une puissance du nombre de base, 3, 3%,
3, 3., et il o’y a pas de raison, finalement, de ne pas marquer ces
notations symboliques sur les récipients correspondants. Il n’y aura
plus besoin que les enfants comptent chaque fois laborieusement comi-
bien il y a de billes dans chaque boite, tasse ou bol, d’autant plus qu'ils
sauront aussi combien il y en a par la manitre dont chaque ensemble
gura été constitué. Par exemple, dans un récipient de la quatriéme

1. Blocs arithmétiques multibases, O.C.D.L., 65, rue Claude-Bernard,
I'uriy Ve, : ‘
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espéce, il y 2 3* billes, ce qui s’éerit aussi 10000 et clest bien ld
ie nombre de billes qu’il y a dans ce récipient, mais écrit en namération
de base 3, et, en numération ternaire, 10000 représente le méme
nombre que §1 en numération décimale.

Au lieu de mettre trois billes dans la petite boite d’allumettes, on
peut en mettre quatre, et vider les petites boites dans la plus grande
quand il y en & quatre, et non plus trois, qui soni pleines, et ainsi de
suite. On est alors en numération de base quatre et, par exemple, le
nombre de billes de la tasse se représentera par 4% puisqu’il est la
puissance trois de quatre. On peut tout aussi bien jouer ce jeu avec
rwimporte quel nombre de base, sauf un. Et méme avec un, théorique-
ment, mais ce serait fastidieux, car il faudrait mettre une bille dans une
petite boite, puis vider la petite boite dans une plus grande, et ainsi de
suite. I1 n’y aurait quune bille dans chaque récipient et toutes les
puissances de | sont égales 3 1. C'est peut-étre un exercice utile & faire
plus tard, mais qui est un peu artificiel et qui ne parlera aux enfants que
lorsquw’ils auront joué avec les autres nombres de base.

Supposons que nous ayons réalisé plusieurs séries de récipients,
chacune selon les puissances dun certain nembre de base. En base
trois, on pourrait avoir par exemple

Boite |Erui 4

Isolé |d’aliu-| ciga- |  Assiette Tasse Casserole Seau
mettes| rettes

1 3 9 27 8t 243 729

1 10 | 100 1000 10000 100000 |1000000

le ¢ nombre » de billes étant exprimé, dans la premitre rangée, en
numération décimale, dans la seconde en numération ternaire.
La notation exponentielle serait la suivante :

3o 3 o3 3 3 3 38

En base deux, la série serait :

1 1 4 8 16 32 64

1 10| 100 | 1000 | 10000 100000 | 1000000

20 | 2t 23 23 24 28 2%
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Comment va-t-on utiliser ce qui précéde pour apprendre 4 multi-
plier des puissances # On peut poser une question de ce gente:
« Combien de billes y aura-t-il si on en prend autant d’assiettes qu’il
v a de billes dans un étui 4 cigarettes plein ? ». Dans un étui 4 cigarettes,
en base trois, il ¥ a trois boites d’allumettes. Dans chaque boite il vy a
trois billes. Pour chaque bille de la premire boite d’allumettes, il faut
remplit une assiettée de billes. Cela veut dire que pour les billes de
la premitre bofte d’allumettes, on fait trois assiettées, c¢ qui fait une
tasse pleine. Btant donné qu’il y a le contenu de trois boites d'allu-
meties dans un étui & cigarettes plein, on va faire en rout trois tasses
pleines de billes, ce qui fair une casserole pleine. Ainsi la réponse  la
question est-¢lle : .

« Si on fait autant d’assiettées de hilles qu’il y a de billes dans un érui
2 cigarettes plein, on en a exactement une pleine casserole » En écri-
vant ce résultat d’une maniére plus classique, on peut dire: ¢ 8i on
fait 3% lots de 3® billes, on obtient 3° billes. Ou encore, avec plus de
concision et de formalisme :

32 x 3 =38

Et maintenant, essayons de faire le probléme correspondant avec
les récipients de base deux. L'énonceé est encore :

« Combien de billes obtient-on si on en met autant d’assietrées qu’il
y a de billes dans un étui A cigarettes plein? ».

La seule différence, c’est que maintenant on pense a la série des
récipients de base deux. En base deux, dans un étui & cigarettes, il y a
le contenu de deux boites d’allumettes, qui contiennent chacune deux
billes. Pour chaque bille, il faut remplir une assiette ; donc, pour une
boite d’allumettes pleine (deux billes) on va faire deux assiettées. Mais
deux assiettées font une tasse pleine ; donc pour chaque boite d’allu-
mettes, on fait une tasse pleine et comme il y a deux boites d’allumettes,
cela fait deux tasses, donc une casserole pleine de billes. La réponse
est donc :

« Si on fait autant d’assiettées de billes qu’il y a de billes dans un étui
k cigarettes, on a une casserole pleine de billes ».

On remarquera que la solution de ce second probléme est mot pour
mot celle du premier. En écrivant la solution d’une maniére plus
« mathématique » on aurait la phrase :

« Si on fait 29 lots de 22 billes, on a 2° billes, ou encore
2% x 2% = 25

It apparait que la régle pour obtenir le résultat est la méme qu'aupa-
ravant, bien que le montant du résultat dans le premier probléme soit
différent du montant du résultat dans le second.

Peu 4 peu se dégage la notion, quand on exécute une telle « multi-
plication », que le résultat de la multiplication par le nombre de billes de
I« boite d’allumettes est toujours la propriété numérique de I'ensemble
den billes contenues dans le récipient qui est au degré au-dessus dans
(*échelle, guelle que soit la base de numération utilisée. '
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Par exemple, si on fait autant de contenus de boftes d’allumettes
qw’il v a de billes dans une boite d’atlumettes, on obtient le contenu
d'un étui & cigarettes.

Si on fait autant de contenus d’étuis a cigarettes qu'il y a de billes
dans une boite d’allumettes, on obtient  le contenu d’une assiette.

Si on fait autant d’assiettées qu’il y a de billes dans une boite d’allu-
mettes, on obtient le contenu d’une tasse.

Et ainsi de suite,

Chaque ¢ multiplication » conduit d*un récipient au suivant. Ex-
primées « mathématiquement » ¢es multiplications peuvent se noter :

3t x 31 = 3t
31y 38 = 38
31 x 31 = 3¢
31 x 3¢ = 38

expressions dans lesquelles 3' n’est jamais qu'un procédé de mathé-
maticien quelque peu «intellectuel » de noter le nombre 3, destiné
& rappeler au lecteur, au cas ol il Poublierait, gue c’est 14 la propriété
numérigue de ensemble obtenu aprés un groupement. De méme, 3*
n'est quiune autre maniére d’écrire 9, mais qui rappelle que c'est Ia
propriété numérique d’un ensemble obtenu apris dewx groupements.
Il est évident que ces énoncés ne se vérifieraient pas moins si, su lieu de
prendre comme nombre de base trois, on avait pris deux, ou tout autre
nombre de base. Pour généraliser ce résuitat, on peut écrire :

bt X bl = h?
bl X b? = b3
bl X b® = bt

et ainsi de suite, jusqu’a la généralisation compléte
Qq P
bt x b = b

Si on « multiplie » par le nombre de billes contenues dans un étui
3 cigarettes au lieu d’une boite d’allumettes, on n’obtient pas le con-

tenu du récipient suivant, mais celui du suivant du suivant, Nous en 4

avons déji eu un exemple avec
32 x 3% = 3%

11 est facile de vérifier que toutes les fois qu'on prend autant de con- §

tenus d’un méme récipient quelcongue qu'il y a de billes dans un étui
a cigarettes, on « monte » de deux récipients ; si on prend autant de
contenus d’un méme récipient qu'il y a de billes dans une assiette, on
+ monte » de trois récipients ; et ainsi de suite. On « monte », en général,
d’autant de récipients qu’il faut monter de marches pour passer de la
bille isoiée au récipient dont la propriété numérique sert de multi-
plicateut.

Utilisons, par exemple, 54 comme multiplicateur et 5° comme mul-
tiplicande. Bien entendu, nous sommes maintenant en base cing, et
on prend le contenu du récipient de troisiéme ordre gutant de fois
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qu’il ¥ a de billes dans le récipient de quatritme ordre. Or, dans ce
dernier récipient, il y a
5 %X 5% 5 x 5hilles

C’est le contenu d'une pleine tasse, et chaque tasse contient cing
assiettes, chaque assiette représente cing étuis 4 cigarettes, chaque
contenu ’étui A cigarettes représente celui de cing boites d’allumettes,
qui contiennent chacune cing billes. Mais nous ¢ multiplions » des
assiettes, de sorte qu'il nous faut prendre autant d’assiettées que nous
avons de billes, donec 5 X 5 x 5 X 5 assiettées. Mais 5 assietrées font
une pleine tasse, de sorte que 5 X 5 assiettées font une pleine casse-
role, et 5 X 5 X § assiettées font un plein seauet 5 X 5 x 5 X 5as-
siettées font une pleine caisse de billes (si on verse ¢ing seaux dans une
caisse), et la caisse est un récipient du septi¢me ordre. Ainsi, nous
sommes montés du 3% au 7¢ ordre de récipients quand nous avons
« multiplié » par la propriété numérique du récipient du 4¢ ordre. On
voit aussi qu’en fait nous sommes « montés » d’autant de récipients que
notre «récipient multiplicateur » est éloigné de la bille unique, &
savoir quatre récipients.

Pour nous exprimer d*une maniére plus mathématique, suppesons
que le ¢ récipieni-multiplicande » ait la propriété numérique b, c’est-
a-dire qu’il soit le rieme récipient de la série b, et supposons que nous
voulions « multiplier » par la propriété numérique bs, ¢’est-2-dire par
le nombre de billes contenu dans le steme récipient de la série b:il va
falloir réunir autant de lots de br billes qu’il ¥ a de billes dans le réci-
pient be, Nous savons qu'il nous faut « monter » s récipients & partir
de br, ce qui donne b™*. On peut dire que

b X bf = bt

C’est ce que I'on appelle la loi des exposants. L*une des principales
difficultés auxquelles on se heurte généralement quand il s’agit de
comptendre la signification de cette loi, c’est le manque d’une claire
compréhension de ce que chacun des symboles symbolise. Des exer-
cices du genre de ceux gque nous avons suggérés avec des séries de
récipients organisés & partir de bases différentes permettront de mettre
la loi qui précéde & la portée de la plupart des enfants. Nous conseil-
lons aux mattres de « mener Paffaire rondement » quand il s’agira de
symboliser les découvertes des enfants 2 mesure qu’elles se produisent.
Il v a, en effet, tout un ensemble de généralisations qui doivent néces-
sairement intervenir avant que la loi ne soit comprise dans sa totalité.
Ces généralisations sont les suivantes :

8) les 4 lois » fragmentaires découvertes en cours de route s’appliquent
quelle que soit la ¢ base » choisie. Il est absolument indispensable,
& ce sujet, de donner aux enfants I'occasion d’expérimenter en méme
temps, ou tout au moins A peu d’intervalle, plusieurs séries de carac-
téristiques différentes, sinon cette généralisation ne se produira pas.
$i Penfant n'utilise gu’une seule série, il peut fort bien ne pas se
rendre compte que si, en base 3,
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3L oy 38 — 3¢
en base 4 Cest 4! X 4% = 44
ounenbase 5 5! x 5% = 54

b) les lois fragmentaires découvertes en cours de route s’appliquent
4 tous les étages de la série.

Si on ne leur procure pas expérience d*une série assez longue, s'il
n'y a pas assez de tailles différentes de récipients, la généralisation
n’interviendra pas.

¢) le nombre de marches qu’il faut + monter » 3 partir du récipient
d’origine que Pon « multiplie » est déterminé exactement par le
nombre de marches dont le « récipient multiplicateur » est éloigné
de la bille unique 4 Porigine de 1a série. Si on ne prend que les deux
ou trois premiets degrés de la série des « récipients-multiplicateurs #,
on risque de priver les enfants de la diversité nécessaire 3 Ia géné-
ralisation, '

Symboliser prématurément au cours de ['une quelconque des étapes
ci-dessus, c’est risquer de provoquer dans Pesprit des enfants le
blocage complet des concepts qui sont en train de s’y deévelopper,
C’est probablement en raison du caractére prématuré et excessif de la
symbolisation qui leur a &té imposée que tant d’enfants se trouvent
empéchés d’acquérir une compréhension approfondie des structures
du genre de celles dont nous venons de parler, et méme de toutes les
structures mathématiques en général. Une fois que le blocage s’est
produit, en effet, Penfant garde l'impression qu’il ne pourra jamais
comprendre les mathématiques et qu’il en sera réduit 4 apprendre par
cceur certaines réponses bien déterminées & des guestions bien déter~
minées.

Aprés avoir joué i des « jeux d’exposants » avec les récipients, les
enfants se sentiront plus & P’aise pour exprimer les propriétés numé-
riques des ensembles d'objets dans les différentes bases de numé-
ration, y comptis, naturellement, la base dix. Par exemple, cent billes
peuvent &rre disposées dans des récipients de base J en en mettant
quatre-vingt-une dans une tasse, dix-huit dans deux étuis 4 cigarettes
&1 une, toute seule, sur la table, La désignation numérique, en base
trois, de ce nombre de billes sera 1 02 0 1. Appelons cette guantité
¢ notre pile ». Si nous recommencions « notre pile » autant de fois qu'il

v a de billes dans un &t A cigaretres, combien de récipients de chaque - .'

sorte remplirions nous ?

L’étui & cigarettes est 3 deux degrés de la bille isolée. Le nombre de
billes de I’4tui A cigarettes constituant notre multiplicateur, chacun des
récipients devra étre remplacé par le récipient situé deux degrés plus
haut. On aura donc

1 seau 2 tasses 1 étui A cigarettes
et Pexpression numérique de cette quantité en base 3 est
1020100
56

Nous avons multiplié par la seconde puissance du nombre de base, et
chague récipient est « monté de deux degrés » et, naturellement, il en
a été de méme de Pexpression numérique, dont chaque chiffre est
monté, lui aussi, de deux degrés, de deux rangs. Tel est le phénoméne
qui se produit quand on multiplie par la seconde puissance du nombre
de base utilisé, :

Si nous voulions reproduire notre pile autant de fois qu’il ¥ a de
billes dans une assiette, il faudrait que chaque récipient monte de
trois degrés, et on aurait, en numération ternaire, 1 0201 00 0 billes.
Les mémes régles s’appliquent dans les mémes conditions quand on
se sert de la numération décimale et qu’on multiplie par cent ou par
mille. Ces régles ne sont que des cas particuliers de la loi des exposants,
qui n’offrent aucune difficulté dés lors quelaloi généralea été comprise,

Que va-t-il maintenant se passer si au lien de multiplier le nombre
de billes de motre tas par le nombre de billes contenu dans un énud &
cigarettes, nous voulons le multiplier par le nombre de billes de deux
étuis & cigarettes? 1l est évident qu'il y aura deux fois plus de billes,
Clest-d-dire : -

2 seaux, 4 tasses, 2 étuis A cigarettes. Mais 4 tasses font [ casserole
et 1 tasse, de sorte qu’en définitive on a

2 seaux, 1 casserole, 1 tasse et 2 étuis A cigarettes, ou encore, en
numération ternaire :
2110200 billes

qui représentent autant de fois 1 02 0 1 billes qu'il y a de billes dans
deux étuis & cigarettes.

Ces exercices ont pour but de fournir aux éléves les expériences 4
partir desquelles ils pourront comprendre dans le détail les processus
de la multiplication tels qu’on les effectue habituellement, serait-ce
au détriment de I'élégance et de la beauté des structures dont les pro-
priétés rendent les calculs possibles.

Les exemples qui vienment d’8tre donmés ci-dessus, ce n’est pas
en premier lieu aux enfants qu’ils sont destinés, mais aux matires, pour
leur montrer les raisons pour lesquelles la compréhension des pro-
priétés des puissances est nécessaire trés tot ¢ ¢’est par elle que passe
la compréhension compléte de tous les processus arithmétiques ren-
contrés plus tard.

5. CLASSES D’AQUIVALENCE ET OPERATIONS ARITHMETIQUES
5.1. Echanges de quantités égquivalentes de matériel

Supposons un ensemble d’objets. On peut les grouper en sous-
cnsembles de différentes dimensions selon les puissances d’un nombre
de base donné. On nlestpas obligé, pour autant, d'aller jusqu’au bout
en formant tous les sous-ensembles possibles. Ainsi, supposons qu’on
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ait un ensemble de 416 objets et qu’on décide de les grouper, en base 4,
comme Cecl :

5 sous-ensembles du troisitme ordre, 4 sous-ensembles du second
ordre, 6 sous-ensembles du premier ordre et 8 objets isolés.

En langage mathématique, nous avons « compté » :
5x 49 + 4 x 4394+ 6 x4+ 8

Naturellement, nous aurions pu constituer plus de sous-ensembles
d’un ordre supérieur. Par exemple, les huit objets isclés auraient pu
atre groupés en deux sous-ensembles du premier ordre, ce qui aurait
donné P’arrangement suivant :

5 sous-ensembles du troisidme ordre, 4 sous-ensembles du second
ordre, 8 sous-ensembles du premier ordre.

En fait, Pensemble de tous les €léments ainsi regroupés serait le
méme que I'ensemble d’origine. On pourrait, méme, avoir remplacé
certains éléments par d’autres ; on n’aurait, certes, plus le méme
ensembie, mais, 4 condition d*avoir exécuté les remplacements nombre
pour nombre, on aurait encore un ensemble numériquement équiva-
lent. Il existe, bien entendu, de nombreuses maniéres possibles de
regrouper les éléments de notre ensemble. Par exemple, les huit sous-
ensembles du premier ordre donmeraient deux sous-ensembles du
second ordre, et nous aurions le groupement :

5 sous-ensembles du 3&me ordre, 6 sous-ensembles du 2¢me ordre,
Quatre des six sous-ensembles du second ordre pourraient &tre regrou-
pés en un sous-ensemble du 3¢me ordre, ce qui donnerait :

6 sous-ensembles du 3éme ordre et 2 sous-ensembles du 2&me
ordre et, bien entendu, les six sous-ensembles du troisiéme ordre
pourraient 4 leur tour 8tre regroupés en un sous-ensemble du quatri¢me
ordre et deux sous-ensembles du troisiéme ordre, de sorte quen
définitive nous aurions nn ensemble équivalent arrangé comme suit ;

1 sous-ensemble du 4éme ordre, 2 sous-ensembles du 3¢me ordre et
2 sous-ensembles du 2&me ordre.

C’est cette dernitre disposition qui est la plus « économique », car
c'est celle qui comporte le plus petit nombre possible de sous-ensem-
bles, C'est la disposition classique. .

Si, au lieu de grouper des sous-ensembles d’objets, nous avions
décidé de recourir 3 des objets unigues représentant chacun un de ces
sous-ensembles, les opérations que nous venons de décrire, au lieu
de s’analyser en opérations de regroupement d’objets de’ mémes di-
mensions en groupes de dimensions différentes, se seraient analysées
en opérations d’échanges d™un certain nombre d’objets contre des objets
de plus grandes dimensions, ou d’objets de grandes dimensions contre
un certain nombre d’objets de plus petites dimensions représentant
la méme quantité totale de matitre. Le mot ¢ équivalent » que nous

38

avons employé quelques lignes plus haut & propos de lensemble
n’aurait plus alors le méme sens : il ne s’agirait plus d’équivalence
numérigue, puisque le nombre d'objets ne serait plus le méme, mais
d’équivalence en quantité de matitre, poids ou volume. Supposons,
par exemple, que les objets de notre engemble soient des petits carrés
découpés dans du carton. Nous les avions groupés, i Iorigine, en

5 sous-ensembles du 32me ordre, 4 sous-ensembles du 2&¢me ordre,
6 sous-ensembles du premier ordre et 8 carrés isolés.

Il est évident qu'un sous-ensemble du premier ordre, au lieu d’tre
formé de quatre petits carrés, peut étre représenté par un carré quatre
fois plus grand, formé de quatre petits carrés unitaires. Appelons le
¢« carré du premier ordre ». Il est clair qu’on peut assembler quatre
carrés du premier ordre en un carré unique, quatre fois plus grand,
gu'on appellera carré du second ordre. De méme quatre carrés du
second ordre peuvent en former un du troisizme ordre, et ainsi de
suite. Chagque fois, on réalise le carré par découpage dans une feuille
de carton, de plus en plus grande et, finalement, au lieu d’avoir des
« sous-ensembles », on a des objets uniques, de diverses dimensions.
Dans ce cas, la maniére la plus « économique » de grouper nos 416 petits
carrés consiste 4 avoir :

un carré du quatrigme ordre, deux carrés du troisitme ordre et
deux carrés du second ordre.

11 est clair quen procédant A ces échanges, il y a une caractéristique
qui n’a pas été modifiée, c’est 'aire totale de carton, et les deux ensem-
bles sont équivalents quant 3 la surface de carton utilisée.

Voici quelques exemples d’arrangements équivalents dans diffé-
rentes bases :

snsomanlAR LA

est équivalent a

AAADANANNN LN LD LD

qui est encore équivalent &

NAV2VAVAVAS

qui est encore ¢quivalent i

JAVAVAVAIN
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cette derniére disposition étant la plus « économique » en ce que ¢est
celle qui contient le plus petit nombre possible de pitces séparées.

Elle contient en effet
1 pidce du 32me ordre, 2 pitces du 2éme ordre et 1 objet isclé, soit

ADANAANAANANDNND AAA AAA
AANAANANAAN ANAN AAD A
ANAADNNNDADN AAA AAA

si on n’a pas échangé les triangles d’origine contre des piéces équiva-
lentes d’un ordre supérieur. Bien entendu, il est absolument inutile
de disposer tous les petits triangles selon Pordre figuré ci-dessus, ni,
d’ailleurs, dans un ordre quelconque: on peut tout aussi bien les
mettre en piles, ou les entasser dans des soucoupes ou des boites, com-
me nous I'avons indiqué plus hauat.

est équivalent A

AAAAAAAMA

qui est lui-méme équivalent &

AAAA LA

cette dernitre disposition étant en définitive la plus « économique »,
On aurait pu, tout aussi bien, disposer les petits triangles comme ci-
dessous, sans faite aucun &échange :

ADNANDN AAAA
ANAN AAAA
AANAAN AAAA
AANAND ADAAA

Deug arrangements d’objets sont équivalents §’ils se composent du
méme nombre d’objets, bien gue regroupés en sous-ensembles de
dimensions différentes. On peut méme dire de ces arrangements qu’ils
sont équivalents si certains objets sont remplacés par d’autres objets,
du moment que tout remplacement se fait toujours objet pour objet,
nombre pour nombre, Si nous considérons Péquivalence de cette
maniére, les objets sont notre « monnaie de pensée », ils sont les élé-
ments de notre ensemble universel. Tout objet, pour ce qui nous
intéresse dans cette situation particulitre, fait aussi bien Paffaire que
p’importe quel autre objet.

FAWANIVAWARVAWAN
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Dans ce cas, on dit d’un sous-ensemble d’cbjets qu'il appartient & la
méme classe d*équivalence qu'un autre sous-ensemble d’objets, si,
et seulement si, le nombre d’objets est le méme dans chaciin de ces
deux sous-ensembles. Dans cette maniére d’envisager les choses,
les dimensions des objets n’entrent pas en ligne de compte : seul est
pris en considération le nombre d’objets de chague sous-ensemble.
Un objet de grandes dimensions compte exactement autant qu’un

petit.
amn H!
mmAN -

5

T T}
-

qui est le regroupement le plus « économique » Mais on aurait pu,
naturellemeni, disposer les cubes comme ceci, par exemple :

ENEEEEEDN
EEpupEAE ' AN R RN N
mgEsEusEEDN s REmaEgES
EmEganEN I SppuunESs
TR ERLEDR.  E R REE N
axaREREN EENgEEEgN
REg AaNEEER ' A B RN NN
ENPE EENN ' FERE N AR
gm RN " E En o N
nns aucun échange de piéces.
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Mais la situation devient différente quand on commence & utiliser
des matériaux structurés comme les blocs multibases, car dés lors ce
n’est plus au nombre des objets que nous pensons, mais au volume
occupé par la totalité de ces objets. C’est comme si nos objets avaient
été collés ensemble pour en former de plus grands, mais, cette fois,
nous décidons de considérer ces objets de plus grandes dimensions
comme n’étant pas tout & fait de la méme sorte que les objets plus
petits, C’est comme si, en quelque sorte, en dépit du collage, nous
considétions encore les objets composants comme séparés. Ce n'est
jamais 12 qu’une autre maniére de dire que c’est le volume occupé que
nous considérons, et mon le nombre effectif d’objets de nos ensembles.
Par exemple, dans I’assemblage de petits cubes de la figure ci-dessus,
nous voyons 147 petits cubes dont le volume total est le méme que
celui des sept cubes de la figure précédente. Ii est évident gue 147 objets
n’équivalent pas A 7 objets, si on pense ¢ nombre d’objets » mais tout
de méme les deux ensembles sont équivalents en ce qu’ils occupent le
méme volume, Il est extrémement important que les enfants saisissent
bien que lorsqu’ils emploient le terme « équivalent v, il ¥y a guelgue
chose qui se conserve de 'une 4 'autre des deux situations décrites
comme équivalentes, mais que e n’est pas toujours 1a méme chose qui
se conserve. Avec les nombres orientés, les fractions, etc.,, les enfants
rencontretont d’autres types d’équivalences, et c’est alors qu’ils tire-
ront tout le profit d’avoir, antérieurement, discuté de ce que signifie
une dguivalence, et d’avoir rencontré sur leur chemin un cettain nombre
de types différents d’équivalences. )

Toute paire quelconque de situations décrites comme équivalentes
appartient & la méme classe d’équivalence. Quant & savoir si deux
situations peuvent, ou ne peuvent pas, tre qualifiées d’équivalentes,
cela dépend de ce quenous nous estimons autorisés a faire & I’égard de
ces situations, ¢'est-a-dire de la mani¢re dont nous nous permettons de
modifier la situation tout en considérant que nous avons toujours
affaire & ¢ la méme » situation ou a des situations équivalentes. Pour
nous en tenir i notre exernple,

(1) dans 'un des cas, nous avons le droit de remplacer tout objet
par tout autre objet, de grouper les objets de n’importe quelle
manidre, et nous disons gue nous avons €ncore une situation
équivalente ;

(2) dans I'autre cas, nous avons le droit d’échanger tout objet ou
tout sous-ensemble d’objets contre tout autre objet ou sous-
ensemble d*objets, du moment que I’échange se fait volume
pour volume ; en outre, bien entendu, nous avons le droit de
grouper les objets de n’importe quelle manidre, et nous disons
Que NoUs &VONS encore une situation équivalente.

Les classes d’équivalence du cas (1) ne sont pas les mémes que
celles du cas (2). Les enfants pourraient inventer d'autres classes
d’équivalence, et décider, par exemple, quon peut faire n’importe
quel échange d’objets du moment que la surface totale demeure la
méme, ou encore du moment qu’en a toujours le méme poids total.
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Dans chague cas, il leur faudrait décider en vertu de quels critdres
deux situations sont « réellement la mé&me#, c’est-d~dire équivalentes.
Par exemple, s’ils décidaient que deux situations sont équivalentes
quand elles ont la méme odeur, ils seraient forcés de convenir qu'il
w'est pas facile de se mettre d*accord sur ce qui a «la méme odeur ».
Autrement dit, ’odeur n’est pas un trés bon critére de classement en
matitre d’équivalences. Tout cela conduirait 4 des discussions trés
intéressantes pour les enfants.

5.2, Addirion

Nous avois déja souligné que ’addition est basée sur la réunion des
ensembles qui n’ont aucun élément en commun. Pour ce qui est de
’addition en elle-méme, peu importe qu’on remplace un ensemnble par
un autre ensemble qui lui est équivalent. On peut toujours remplacer
un ensemble par I'ensemble équivalent du moment que I’on ne s’inté-
resse qu'a la propriété numérique. Comme nous 'avons vu, la pro-
priété numérique est une propriété de tous les ensembles appartenant
4 une certaine classe d’équivalence d’emsernbles. Il faudra que le
maitre et les éléves se rendent bien compte de la classe d’équivalence
utilisée. Si on se sert d’objets arbitraires, le critére de classification en
classe d’équivalence est le hombre d’objets : appartiennent a la méme
classe tous les ensembles ayant l¢ méme nombre d’éléments. Si on se
sert de matériel structuré, dans lequel ¢’est le volume qui représente
la quantité, le critére sera la guantité de bois, et seront équivalents
tous les ensembles contenant la méme quantité, c’est-a-dire le méme
volume, de bois (ou de tout autre matériau).

Considérons maintenant la réunion de deux ensembles n’ayant
aucun élément commun, ef VOyons comment on peut passer i la
technigue de calcul de la propriété numérique de la réunion quand on
connait la propriété numérigue des ensembles & réunir. C’est ce qu'on
appelle Popération arithmétique de I’addition.

Supposons les ensembles déja arrangés de la maniére la plus éco-
nomique. $’ils ne le sont pas encore, c¢ sera chose aisée pour les
enfants de faire les regroupements de telle sorte qu’il y ait le plus petit
nombre possible de sous-ensembles dans chaque ensemble.

Soit les deux ensembles suivants :
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On peut réunir ces deux ensembles et en regrouper les éléments de
la maniére la plus « économique ». On a alors :

La propriété numérique du premier ensemble est 13 4 en base 5
La propriété numérique du second ensemble est 223 en base 5
La propriété numérique de l’ensemble réunion est 4 12 (base 3}
Aussi peut-on écrire I'addition correspondante :

1344+223=412

Dans le processus d’acquisition de la manidre d’exécuter P'opération
ci-dessus, il semble qu’on doive trouver av moins les éléments suivants:
(1) connaissance de la manitre de grouper un ensemble d’objets
conformément au groupement-type. 4
(2) conscience du fait que chague chiffre, de droite & gauche, 1 Photo |. Intersecrion : dans Uintersection les enfants qui ont moins de cing ans
représente le nombre d’ensembles d™un certain ordre, les ordres { dews gargons et une fiile ).
croissant de droite & gauche, et que §'it n’existe aucun ensemble
d*un certain ordre, il faut mettre un zére pour indiguer qu’a cet |
étage il v a un ensemble vide. ]
(3) connaissance de la maniére de former la réunion de deux
ensembles n’ayant aucun élément comirnit.
(4) si on utilise le matériel structuré, il semble qu’il seit, également, 3
nécessaire de savoir jongler efficacement avec les classes d’équi- '
valence, grice aux « échanges » entre quantités égales de matériel,
Que nos lecteurs soient persuadés que si les « ingrédients » ci-dessus §
ne sont pas solidement installés chez I'enfant, il ne servira pas grand 3
chose de lui faire exécuter un grand nombre d’« additions » méme par 3
Iintermédiaire de Pemploi de matériel concret le plus ¢ moderne ».j
Bien entendu, on utilisera la base dix, tout comme les autres bases,
de sorte que, finalement, on aboutira aux techniques arithmétiques:3
classiques, que Ion perfectionnera par la pratique. Mais on verra qu'il’
faut beaucoup meins de pratique qu’habituellement pour aboutir & une }
technique efficace quand les principes ont été correctement compris.

5.3, Addirion complémentaire

IL se présente, dans la vie des enfants, de nombreuses situations ol
ceux-ci veulent savoir si une chose est plus grande qu'une autre et,
en définitive, de combien. En groupant les objets en sous-ensembles
d’ordre de plus en plus élevé, la difficulté s’amenuise. Par exemple,
prenons Pensemble
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Photo 3. Addition en base trois allant jusqu’d la sixiéme puissance de trois { 3%).

et 'ensemble

En base 6, le premier ensemble a la propriété numérique 1000,
tandis que le second ensemble a la propriété numérique 2 2 1. Combien
d’éléments de plus que te second le premier ensemble comporte-t-il?
La plupart des enfants résoudraient ¢e probléme en complétant le
second ensemble, ¢’est-d-dire en y ajoutant des éléments jusqu’i ce
qu’il devienne équivalent au premier. Cela signifie que pour rendre le
second enscmble équivalent au premier, il faut ¥ ajouter 5 objets
isolés, 3 sous-ensembles du premier ordre et 3 sous-ensembles du
second ordre, Autrement dit, on aura ajouté, en base six, 3 3 5 objets
au second ensemble pour lui donner la méme propriéié numérique que
le premier.

Sous une forme symbolique, on peut poser le probléme comme suit :

1000=221+4¢( )]
oulQQ0=221+N

formule dans laquelle N représente le nombre d’éléments qu'il faut
ajouter au second ensemble pour le rendre numériquement équi-
valent au premier, donc le nombre &’éléments que le premier ensemble
u en plus par rapport au second. La solution du probléeme est N =33 5.

Les enfants sont assez prompts 3 metire au point leurs propres
technigues de résolution des cas les plus difficiles d’« additions complé-
mentaires », On peut alors comparer ces techniques entre elles et les
discuter en classe avec les enfants qui les ont inventées. Il ne faut pas
v'attendre i ce que, dés ce moment, des techniques d’addition complé-
mentaire trés efficaces aient été mises au point ; il est préférable de
lulsger aux enfants le temps de réfléchir au probléme sous-jacent et de
se faire la main & la résclhation progressive des difficultés. Quand ils se
seront ainsi essayes, les techniques qui se seront révélées les plus
cilicaces prendront plus de sens pour eux, et, en outre, ils les appren-
Jront plus vite, car ils en auront mieux compris la portée.
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5.4. Soustraction

Comme nons I'avons déja souligné, 'opération arithmétique de la
soustraction a pour fondement Yopération qui, dans les opérations sur
les ensembles, consiste & chercher Pensemble-différence entre un
ensemble et un de ses sous-ensembies ; tout au meoins est-ce ik Pexpé-
rience de base 4 partir de laquelle la plupart d’entre nous construisent
l’idée de soustraction. Comme auparavant, si nous nous intéressons
seulement aux guantités, nous pouvons librement échanger les uns
contre les autres tous ensembles équivalents, mais, 13 encore, il faut
prendre bien soin d’avoir toujours présent 4 'esprit le genre d’équi-
valence auquel on a recours. Si c’est seulement combien on retire qui
compte, ce gu’on retire n’a aucune importance, du moment que c’est la
méme quantité. Mais, naturellement, il faut préciser avec clarté en
quoi consiste ce combien : 8’il sagit de nombres d’objets, de volumes
de matériaux, de poids ou de toute autre quantité mesurable qu'on
a décidé de prendre comme critére de classe d’équivalence.

Prenons comimne critére d'équivalence le nombre d’objets, et consi-
dérons Pensemble d’objets suivant, dont chaque objet est représenté
parunx:

XXX XXX XXX XXX XXX
XXXX XXXX XXXX XXXXx XXXX
XXX XXX XXX XXXx
XXXX XXX XXXZX XXXX ¥ X X X Xx

Les éléments de cet ensemble ont été groupés selon les puissances
du nombre de base sept. Il y a un scus-ensemble du second ordre, deux
sous-ensembles du premier ordre et cing objets isolés. Cela signifie
qu'en comptant nos objets, nous avons trouvé que la propriété numé-
rique de cet ensemble peut, dans la base de numeération choisie, s’ex-
primer par

125

Supposons que nous voulions trouver 'ensemble-différence résul~
tant de Penlévement d’un sous-ensemble de 'ensemble ci-dessus, et
supposons que ce sous-ensemble consiste en deux groupes du premier
ordre et six objets non groupés, ou isolés, La propriété numérique de
ce sous-ensemble, en base sept, est

26

Nous retirons 2 & objets de notre ensemble d’origine, et nous voulons
savoir quelle sera la propriété numérique de l'ensemble d’objets res-
tants. Le calcul de cette propriété numérique est connu sous le nom de
soustraction.

Nous pouvens commencer par enlever deux groupes du premier
ordre, ce qui laisse subsister dans le premier ensemble un groupe du
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second ordre et 5 objets isolés. Mais il v a toujours 6 objets isolés a
enlever, c'est-a-dire plus qu’il n'y en a, 4 I’état isolé, dans le premier
ensemble. Force est donc de décomposer un groupe. Or le seul groupe
qui reste est un groupe du second ordre : aussi faut-il le scinder de
quelque maniére. Les enfants se tirent généralement de ce genre de
situation de plusieurs fagons différentes, Celle qui a le plus de faveur
consiste 4 commencer par laisser intacts les objets isolés et 3§ décom-
poser le grand groupe, puis de retirer de ce dernier ce quon a besoin
de retirer. Ce faisant, il reste 6 groupes du premnier ordre et 1 objet
isolé restant du groupe du second ordre qui vient d’étre scindé. Mais,
bien entendu, les 5 objets isolés sont encore 13, de sorte qu’on reste
en présence d’un ensemble donr la propriété numeérique, en base sept,
sexprime par
66

puisqu’il se compose de 6 groupes du premier ordre et 6 objets isolés.

Certains enfants préférent, pour retirer les six objets isolés,
commencer par «faire place nette » en se débarrassant des 5 objers
isolés, aprés quoi il ne leur reste phis qu’a retirer un objet isolé du
groupe du second ordre restant. Il est clair que le résultat sera le
méme.

Il est évident qu’il y a bien d’antres maniéres de résoudre le problé-
me. Par exemple, on peut, manifestement, commencer par retirer les
objets isolés, puis retirer les groupes du premier ordre, Si on retire six
objets, il faut nécessairement entamer soit un groupe du premier
urdre, soit le groupe du second ordre, Dans le premier cas, il ne restera
pas assez de groupes du premier ordre pour permettre de retirer les
deux groupes du premier ordre du sous-ensemble. Cela signifie qu’au
moins un des groupes du premier ordre a4 reirancher (sinon les deux)
devra ’étre du groupe du second ordre. Ce qui restera an bout du
compte sera enfin regroupé. Il faut souligner que rouzes ces méthodes
de résolution sont correctes @ les noter comme fausses sur le cahier de
I'éleve ne peut avoir d’autre résultat que de lui apprendre des idées
mathématiquement fausses. Qu’il y ait des maniéres de procéder plus
commnoedes et d’autres gui le sont moins, ¢’est une chose que personne
ne songe a nier, mais il ne faur pas confondre commeodité et vérité ou
erreur.

TOUT COMME IL ¥ A UN GRAND NOMBRE DE MANIE-
RES DIFFERENTES DE RESOUDRE LE PROBLEME DE LA
SOUSTRACTION, il existe un grand nombre de maniéres de sym-
boliser le processus de la soustraction. Par exemple, on peut suggérer
wux enfants de poser

7 2 "! 1 ‘7 1]
duns le premier ensemble 125
retirer 26
rente 66

o

ou, plus simplement : 125 - 26 =066
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mais il est préférable d’attendre que les suggestions viennent des On peut donc écrire :
enfants : on peut alors les appliquer, les comparer et les discuter. ]

Il n'y a aucune raison pour n¢ pas utiliser des groupements d'un - 12112-2201=2211

ordre plus élevé dés le départ, Par exemple, il ne serait pas trop B R )

difficile, pour un enfant qui posside le bagage mathématico-logique 1 ou, peut-étre, d une maniére plus compléte :

nécessaire, de résoudre le probléme qui consiste 4 retirer de I'ensemble P“’prfet‘? numérique du premier ensemble 12112

suivant (qui, en base trois, se compose de 12 [ [ 2 objets) - Propriété numérique du sous-ensemble

a retrancher de Pensemble 2201

. esssavess sesssensa Propriété numérique de ’ensemble différence 2211
: $e0ceneses sevsecese Si on utilise le matériel structuré, dans lequel les groupes des
: See0%00es sssesrres s différenrs ordres sont remplacés par des objets uniques, « retirer »
! ¢e080s00 *es see o o est parfois impossible sans remplacer ces objets unigues par des objets

tess000ee nee équivalents en surface ou en volume. Clest la raison pour laquelle il

teevsssee faut que les enfants soient parfaitement « entrainés » # tranformer des

So0cseees ssrsvsces ensembles en ensembles équivalents soit en volume, soit en surface et

PSSO O PEB S L N N N N N N afairedesregmupemmts-

®e000rees sesssesese

Ainsi, aussitdt que le concept de nombre commence A atteindre chez
I'enfant Ie stade o1 les nombres sont considérés comme des propriétés
permanentes des ensembles (conservation dn nombre), il faut lui pré-
senter des application pratiques de ce concept en cours de développe-
ment. Ces applications impliquent soit de compter, soit de mesurer?,

Les activités destindes 3 introduire les enfants & la notion de mesure

autant d’objets qu’il ¥ en a dans ’ensemble ci~dessous :

s es8 s P _ ] font objet de notre 3¢ fascicule,
ses s s e ] '
0008 L Y BN
™
L I BN BN ) a P
LI N BN B B BN N * a s
LI IR I B NN ) * 9

ensemble qui compte 2 2 0 1 éléments.

La plupart des enfants, & moins qw’en ne leur ait « fait ingurgiter »
la procédure « correcte », s’attaqueront probablement au probléme de
la manitre suivante :

Il est facile de retirer deux groupes du troisiéme ordre et un objet
isolé, I1 reste alors 1 groupe du quatridme ordre, 1 groupe du second
ordre, 1 groupe du premier ordre et | objet i301€ ; mais il faut encore
retirer 2 groupes du second ordre. On peut les retirer du groupe du
quatriéme ordre restant : il restera alors de celui-ci 2 groupes du troi-
si¢tme ordre er 1 groupe du second ordre, de sorte qu’il restera,
tout compris :

2 groupes du troisitme ordre, 2 groupes du second ordre, 1 groupe
du premier ordre et un objet isolé,

Onaretiré 2201 objetsde 1211 2 objets, et il est resté 22 11 ob- i . Les activités de comptage sont décrites en détail dans « La Mathérma-
jets. ; tique moderne dans Tenseignement Jprimaire», 0. C. D, L.
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Deuxiéme Partie

LECONS ET JEUX CONDUISANT
A LA COMPREHENSION DES ENSEMBLES
ET DES NOMBRES

1.1. Observations préliminaires

Cette 2° partie réunit des legons et des jeux ayant trait & la compré-
hension des cnsembles et des nombres. L'ordre de la présentation
devra, dans la mesure du possible, étre respecté, mais, en méme temps,
il faudra se préoccuper des autres aspects de la mathématique enfantine
dont il est traité dans les fascicules I etIII. En méme temps qu’on
travaillera sur les ensembles et sur les nombres, on devra songer 31la
logique, aux exetcices de mesure, & la géométrie, etc. A certaing
moments, il se révélera nécessaire de « marquer le pas » sur un certain
aspect jusqu’a ce qu’un autre ait atteint le niveau de développement
souhaitable. Par exemple, certains aspects de la logique doivent précé-
der certains aspects du travail sur les ensembles, de méme qu’une
certaine compréhension du nombre devra précéder certains exercices
de mesure, et ainsi de suite.

Toujours 4 propos de Pordre de présentation ici adopté, notons que
des enfants pius doués n’auront pas besoin de passer autant de temps
sur certaines questions que leurs camarades plus lents ; parfois, ils
n’auront pas méme besoin de les aborder, le concept en cause étant
déja érabli dans leur esprit par les travaux antérieurs. Tout en prenant
grand soin de ne pas bousculer les enfants par une hate excessive, il
faut éviter le danger qui consisterait & ennuyer certains par la répé-
tition inutile de legons déja comprises. Cependant, comme ilya,dansla
plupart des jeux, une possibilité pour les enfants d’en inventer de plus
compliqués du méme type, c’est dans cette direction qu’il conviendra

"de pousser les &léves les plus briltants, plutdt que de les orienter vers

de nouveaux domaines d’érude.

Prant donné le grand mombre de jeux qui s’offrent au choix du
maitre, il n’a pas été jugé possible d’exposer chacun en détail, et nous
nous sommes contentés de prévoir une assez grand variété de « types
de jeux » et d’en expliquer un seul pour chaque catégorie, lajssant aux
Instituteurs la possibilité d’imaginer des centaines d’exemples diffé-
rents d’application. Quand ils les auront ajoutés aux jeux déja inventés
par les enfants les plus doués, ils souffriront plutdt par excés que par
défaut de biens ! Parfois, nous avons méme omis toute description,
(uissant au lecteur le soin de la mise au point, car les conditions varient
rellement d’une école & lautre quun développement détaillé serait
pratiquernent sans objet. '
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Répétons aussi que ce n’est pas parce qu’on a joué un certain jeu &
un certain stade qu’il faur ensuite 'abandonner définitivemnent. Cer-
tains jeux doivent étre repris 4 divers niveaux, & mesure que s’étend
Pexpérience de Penfant. Par exemple, il v a des jeux que les enfanrs
joueront avant de savoir compter, ou avant I'introduction des symboles
numériques, etc, I faudra les reprendre par la suite, avec des variantes
nécessitées par une meilleure compréhension de la question, mais nous
ne les avons pas énoncés 4 nouveau : c’est au maitre de les préparer
sous différentes formes et de les réintroduire au moment opportim,

En outre, il ¥ a des cas ol les enfants, ayant atteint une meilleure
compréhension, désirent revenit sur un jeu et en composer une ver-
sion compliguée.

P

Le terme « ensemble » est difficile 3 définir, en grande partie parce
qu’il n’y a pas de termes plus simples qu’on puisse utiliser pour le
faire, mais ce qu'il faut que le maitre comprenne, c’est qu’un ensemble
n’est rien d’autre qu'un groupe d’objets ou de personnes que 'on con-
sidére simultanément. Pour des raisons pratiques, surtout dans les dé-
buts, les éléments de ’ensemble seront souvent rassemblés effective-
ment, mais ce n'est pas absolument indispensable. Tant qu’on est
en mesure de penser 3 tous les &léments d’un ensemble en méme remps
Pensemble est constitué, méme lorsqu’il n’est pas possible d’en réunir
matériellement Jes éléments. Les ensembles peuvent étre de diffé-
rentes dimensions, se trouver rassemblés en pensée parce que leurs
éléments ont en commun quelque attribut, ou méme sans aucune raison
spéciale. Il n’y a rien de mystérieux, rien de difficile dans le concept
d’ensemble, et rien, en tour cas, qui doive effrayer. Quand on aborde
les ensembles avec les enfants, il n’y a aucune raison de commencer par
expliquer plus ou moins laborieusement ce que c’est qu’un ensemble.
Contentons nous d’en faire un mot qui, peu 4 peu, se glisse dans le
langage mathématique & mesure qu’on avance.

1.2, Introduction de Pensemble de base ou Univers

Pour comumencer, Ia maitresse demande, par exemple, aux enfants
sur quoi ils veulent que la legon porte aujourd’hui, ou encore de quoi
on va parler™. Il faut les guider un peu, bien sfir, de manidre 3 ne pas
se laisser embarquer dans des directions qui n’ont tien & voir avec le
but visé, et on en arrivera & des réponses comme : « Si on parlait des
enfants » ou « Parlons du mobilier de la classe », et ainsi de suite. L'en-
semble des choses dont on va parler ce jour-l3, ou pendant cette legon,
s'appeliera Pensemble de base ou Pensemble universel ou, simplement,

1. Au Cours préparatoire, le choix d'un centre d’intérét pourra faire en
méme temps ’objet de la legon de lecture.
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univers, $i, donc, on a décidé de parler des enfants de la classe, 1'en-
semble de base sera constitué par les enfants de la classe.

Quel que soit le sujet choisi A un moment quelconque, il ¥ a toujours
une limite au domaine dans lequel on prend les objets du discours, et
c’est cette limite qui marque 'étendue de 'ensemble de base en
question. A Iintérieur de cet univers, les enfants voudront distinguer
entre certains objets auxquels ils veulent penser et certains autres
auxquels ils ne veulent pas penser pour le moment. Supposons, par
exemple, qu’ils décident de parler « des choses pour écrite » en tant
qu’ensemble de base. A Pintérieur de cet univers, ils vont peut-étre
décider de parler de tous les crayons de la classe, qui vont constituer
notre ensemble, Puis, 4 P'intérieur de cet ensemble, ils ne voudront
peut-étre s’occuper que des « crayons taillés» ou seulement des
« crayons rouges», et ainsi de suite. Ces «crayons taillés » ou ces
tcrayons rouges » seront des sous-ensembles de I’ensemble des crayons.
Ainsi se trouveront introduites les notions d’ensemble et de sous-en-
semble.

Supposons, donc, que Pon ait pris comme ensemble de base
¢ toutes les choses qui sont dans la classe et dont on se sert pour écrire »
el suppesons que, parmi toutes ces choses, on ait décidé de parler des
« crayons taillés ». Les « crayons taillés » constituent dés lors 'ensemble,
On peut demander aux enfants de présenter un élément quelconque de
I’ensemble de base ~ c’est-A-dire un objet quelconque dont on se sert
pour écrire — et voir avec eux §’il fait partie de Uensemble des crayons
taillés. A mesure qw’ils sont présentés, les enfants décidenr 'il s’agit
ou 8’il ne s’agit pas d'éléments de cet ensemble, Par exemple, on pré-
sente un crayon dont la mine est cassée, et on demande : « Ce crayon
fait-il partie, est-il un élément de I’ensemble des crayons taillés? », De
cette maniére, les enfants s’habituent peu 4 peu 4 Pidée comme i la
terminologic des ensembles,

Naturellement, il se peut gue quelgqu’un présente une table, ou une
chaise. C’est une excellente occasion d’introduire la notion d’appli-
cabilité et de non-applicabilité, de significatif et de non-significarif, mais,
bien entendu, sans recourir & ces termes. Avec 'aide de la classe, on
décide que « ce n’est pas de cela qu’on parle aujourd’hui », que c’est
# sans rapport avec la question, » « hors du sujet », que « cela n’a rien
& voir avec la question », etc. Evidemment, on peut se servir d’une table
pour écrire, mais on n’écrit pas avec une table, et, pour le moment, nous
ne parlerons ni de tables ni de chaises. Demain, peut-&tre, ou aprés la
récréation, ou méme dans quelques minutes, on parlera du mobilier,
et, & ce moment-1a, les tables — ou les chaises — pourront constituer
un ensemble dans I"univers du mobilier.

Tout compte fait, il est préférable de prendre les enfants comme
membres des ensembles. La maitresse peut peut-2rre suggérer, si les
enfants ne Pont pas déji fait, qu’on va parler aujourd’hui des enfants
de la classe, ou méme des enfants de ’école. Pour commencer, micux
vaut prendre ceux qu’on a sous la main, c’est-3-dire ceux qui som:
présents dans la classe. Ainsi prend-on comme ensemble de base
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Pensemble de ¢ tous les enfants qui sont dans la classe ». On peut en-
suite décider de constituer un ensemble avec une certaine catégorie
d’enfants, par exemple « 'ensemble des garcons » ou I'« ensemble des
filles » ou « 'ensemble des enfants qui ont des chaussures noires » et
ainsi de suite. Une fois qu’on 2 décidé de 'ensemble, un enfant, ou la
maitresse, désigne tel ou tel enfant de la classe et demande i toute la
classe : « Cet enfant est-il un élément de P’ensemble?» ou encore:
4 Cet enfant est-il ou n'est-il pas un élément de Pensemble? » En
posant la question de la seconde maniére, on accoutume les enfants 4
la fois & Pappartenance et & la non-appartenance 4 un ensemble. L3
aussi, on peut introduire 1’inapplicabilité. La maitresse, par exemple,
prendun porte-plume et demande; «Est-ce un membre de I’ensemble? o
ou encore « Ce porte-plume est-il ou n’est il pas un élément de ’en-
semble? » La réponse, naturellement, c’est gue le porte-plume n’est ni
membre ni non-membre de ’ensemble : il n’a rien 4 voir avec la ques-
tion, ce n'est pas de cela qu’on parle,

Bien entendu, on peut former un ensemble avec tous les éléments
de I'univers et dans c¢e cas I'ensemble ¢t 'ensemble de base se con-
fondent. C’est un cay particulier, mais il est possible, et il ne faut pas
I’'oublier.

En résumé — Ce qu'il est important d’apprendre 4 partir de ces jeux,

Clest :

1. la signification d’« ensemble de base » ou d’« univers » — les choses
dont on parle.

2. Yidée d’« ensemble » — qui devra étre clairement comprise. Quels
sont les éléments de ’ensemble de base qui appartiennent — ou
n’appartiennent pas — i ’ensemble.

3. Introduction de l'idée de sous-ensemble.

4. Idée d’applicabilité et de non-applicabilité. 8i on parle d’enfants,

les crayons n’ont rien & voir avec la question, et si on parle d"instru- 1§

ments pour écrire, les enfants n’ont rien 4 voir avec la question,

1.3. Appartenance qux ensembles

On pent définir un ensemble de deux manidres, soit en précisant a

quel genre de membres de I'ensemble de base on pense, soit en énu~ |
mérant, un 4 un, tous les éléments de cet ensemble, Par exemple, on J
peut penser 4 I'ensemble de base des enfants de Ia classe, et définir j
comme éléments de notre ensemble ¢ les enfants qui portent du blanc s, 1

ou, au contraire, énumérer des enfants un 4 un, par leur nom ; Marie-

Claude, Sylvain, Rosine, Catherine, Valérie, Gilles, etc., tous ces 3

enfants érant, en fait, ceux qui portent du blanc.
Pour incorporer ces idées dans un jeu, on pourrait, par exemple,
demander 4 un enfant de la classe de penser & un attribut (par exemple,

«avoir les cheveux blonds» ou «porter des chaussures noires»), §
mais sans 'énoncer, et en se bornant A désigner les enfants qui sont
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des €léments de cet ensemble dont on tent I’attribut secret. A la clagse
de deviner quel est cet attribut caché,

On peut prendre comme ensemble de base celui des blacs logiques.
On demande alors & un enfant de penser  un ensemble particulier et

Fig. 2 ELEMENTS D'UN ENSEMBLE

C::ci est 'ensemble de {Anne, Jean, Sylvie, Monique}

C?st}également Pensemble de {tous les enfants qui portent des souliers
noirs

Dans ce cas, notre umivers est formé par tous les enfants de la classe.

d’en mettre tous les éléments en un tas. Supposons qu’il pense aux
carrés rouges. Il prend tous les carrés rouges et les met en pile, et ne
met que des carrés rouges dans cette pile mais sans dire a quels attri-
buts il a pensé : c’est aux autres enfants de deviner A quelies propriétés
il pensait quand il a fait sa pile.

8i la réponse était « rouge », elle serait insuffisante, car s’il est vrai
que toutes les pitces présentes sont rouges, il n’en demeure pas moins
que certaines piéces rouges sont demeurées en dehors de la pile. De
méme, si la réponse était « carré », elle gerait également inexacte, puis-
qu’'il y a des pidces carrées qui n’ont pas été mises dans la pile.

Il est facile de voir le grand nombre de jeux qui peuvent étre ima-
Binés & ce sujet, tant A I'aide des blocs logiques qu’a Faide de personnes
wu de choses diverses. Cependant, il ne faut jamais oublier qu'il vy a
unc autre manitre d’indiquer Iappartenance A un ensembie : Pénumé-
ration, et il faut aussi la faire pratiquer aux enfants, en veillant, notam-
ment 4 ce que les choses désignées individuellement n’appartiennent
Pun nécessairement 4 la méme cal:égorie ; ainsi, 'ensemble formé par
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le piano, le bureau de la maitresse, un crayon, le cochon d’Inde, Alain
et Guy.

En résumé ~ les Sléments importants que les enfants devront acquérir
au cours de ce genre de jenx sont:

1. La différence entre les deux manidres de définir un ensemble — par
définition des attributs, par énumération des éléments (définition
en compréhension, définition en extension).

2. Le fait que, parfois, ces deux modes de définition peuvent éire
équivalents. Ainsi, énumérer successivement « les grands carrés
épais rouges, les petits carrés épais rouges, les grands carrés minges
rouges, les petits carrés minces rouges » équivaut & dire ¢ les carrés
rouges », parce que dans un cas comme dans l'autre on a énumeéré
la totalité des éléments de I’ensemble des carrés rouges, et aucun
autre élément de cet ensemble.

1.4, Sous-ensembles

Parvenus & ce point, les enfants se seront familiarisés avec Pidée
d’ensemble de base, et auront quelques notions sur les ensembles et
T’appartenance 3 un ensemble ; ils auront entendu parler de sous-
ensemble, mais ne sauront pas encore grand-chose & ce sujet.

Partons de I’ensemble de base des instruments & écrire de la classe
et, dans cet univers, isolons «'ensemble des crayons ». On aurait
naturellement pu choisir n*importe quel autre univers ou on aurait pu,
dans PPunivers choisi, isoler n’importe quel autre ensemble mais c’est
celui des crayons qu’on va prendre pour Pinstant.

Demandons aux enfants d’extraire de cet « ensemble des crayons »
Yensemble des crayons bien taillés, puis de les remettre en place.
Aprés quoi, on leur fait extraire i« Pensemble des crayons rouges s,

ou encore ¢ 'ensemble des crayons cassés » ou « I’ensemble des crayons 3
noits ». Comme on 2 déja décidé que ce sont ¢ tous les crayons de la 3
clagse » qui constituent ensemble, les enfants vont vouloir gu’on leur 74
dise comment appeler ¢ ces petits ensembles 4 U'intérieur de ensem~ §
ble ». On leur apprendra alors Je terme de ¢ sous-ensemble », en leur J
expliquant qu’un sous-ensemble est inclus dans un ensemble, en fait _‘"

partie.

Il arrive alors que les enfants les plus éveillés demandent si Ten- }
semble lui-méme n’est pas un sous-ensemble, puisqu’il est inclus dans
’ensemble de base, et c’est vrai, car Pensemble est toujours un sous- .

ensemble de 'ensemble de base.

Prenons les bloes logigues. On peut décider que I'ensemble est con-
stitué par « toutes les pidces rouges +. On demande alors & chaque en-
fant de nommer un sous-ensemble et de le sortir. De Vensemble des .

rouges on peut tirer des sous-ensembles tels que « les carrés rouges ¥,

4 les ronds rouges », ¢ les triangles rouges minces », « les grandes pitces |
rouges carrées #, et ainsi de suite. Pendant ce temps, un autre groupe j
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peut étre en train de travailler avec les pidces bleues, un autre encore
avec les jaunes, ¢t ainsi de suite.

Fig. 3 NOTRE UNIVERS EST LA BOITE DE BLOCS LOGIQUES

R ép R mi B dp B ml Jdp o mi

L Oodpgi

Riép Rml Bép Eml Jap o mi

Nous avons choisi comme ensemble tous les blocs carrés, Les six blocs
dans la premitre rangée constituent notre sous-ensemble des grands blocs.
Les six blocs dans la deuxidme rangée constituent notre sous-ensemble des
petits blocs, etc. )

Il se peut que les enfasits éprouvent déja un certain sentiment de
confusion, puisque «l’ensemble», dans une circonstance donnée,
devient « sous-ensemble » dans une autre circonstance, de méme que
I's ensemble de base » se change & un autre moment en « ensernble »
simple. 8%ils posent la question, il faut leur répondre qu’il est tout natu-
rel que cela se produise. Quand on commence 4 jouer, on décide de ce
que sera ’ensemble de base, puisqu’on décide de ce dont on parlera,
Aujourd’hui, 'univers, ce peut éire la totalité des blocs logiques, mais
il se peut que demain on décide de ne parler que des blocs rouges.
Lensemble des blocs rouges, qui était hier notre ensemble, est devenu
aujourd’hui ensemble de base. D'un jour a Y'autre, d’une heure a
Pautre, on a le droit de changer d’univers, pourvu que, dans un méme
jeu, il demeure constant. Autrement dit, Yensemble de base choisi
pour jouer une certaine partie doit demeurer le méme pendant toute
cette partie, et il doit en &tre de méme de 'ensemble. A mesure que les
enfants avanceront en mathématigues, ils sapercevront que c’est 1a
une loi que Fon rencontre trés souvent.

Revenons & nos ensembles et 4 nos sous-ensembles. Si nous avons
choisi notre ensemble en le définissant par des attributs, nous verrons
qu'on obtient un sous-ensemble en ajoutant un attribut de plus. Dans
notre premier jeu, par exemple, nous avions décidé de prendre comme
ensemble de base les instruments servant 3 écrire, et dans cet ensemble
universel nous avions isclé l’ensemble des cravons. En ajoutant
Pattribut « bien taillés » 4 notre exigence premitre que ces instruments
fussent des crayons, nous avons créé le sous-ensemble des « crayons
bien taillés ». Dans le cas des blocs logigues, nous avions choisi les
blocs rouges. A cet atrribut ¢ rouge », nous avions ajouté l'attribur sup-
plémentaire  carré », et avions’ créé ainsi le sous-ensemble des blocs
o touges carrés », I1 faut encourager les enfants A jouer 3 ajouter des
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Fig. 4 UN SOUS-ENSEMBLE

Notre univers comprend tous les ¢ instruments qui servent 4 écrire dans la
classe », Voici notre ensemble, il est formé par rous les crayons de univers.
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Dans netre ensemble nous avons marqué d*une croix tous les crayons longs
et nous les dessinons ci-dessous.

\

[ =

—

Ces crayons longs sont notre sous-ensemble,

—

attributs et 4 former des sous-ensembles. Par exemple, nous avons
constitué quatre groupes d’enfants, avec chacun un jeu complet de
blocs logiques. Chaque groupe isole un ensemble de blocs en choisis-
sant une couleur. On demande ensuite, par exemple, & une fille du
groupe qui utilise un « ensemble jaune » « d’ajouter un mot et de pren-
dre pour elle un sous-ensemble ». Si elle dit : « rond », il faut qu'elle
sorte tous les ronds jaunes comme sous-ensemble, et ainsi de suire,
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De méme, nous I’avons vu, il arrive parfois, dans un jeu, que 'en-
semble se confonde avec "'ensemble de base, de méme il peut se faire,
dans un certain jeu, que Ie sous-ensemble soit le méme que I'ensemble,
Par exemple, si tous les crayons de la classe sont bien taillés, et g’il
'y en a pas un seul dont la mine est cassée, le sous-ensemble des
crayons bien taillés va se confondre avec Pensemble des crayons. §%il
arrive parfois, plus tard, que nous parlions d'un ensemble qui est son
propre sous-ensemble, ¢’est cela que nous voudrons dire.

Ainsi, nous avons vu qu'on peut faire des sous-ensembles en ¢ en-
tassant les attributs », mais il y a d’autres maniéres de faire des sous-
ensembles. Par exemple, si nous avons constitué un ensemble par
énumération (Anne-Marie, Francoise, Michel et Jean-Louis) nous
pouvons trés bien décider qu’Anne-Marie et Michel constitueront un
soug-ensemble, ou encore que ce seront Michel, Frangoise et Jean-
Louis. 8i cela se trouve, ces enfants n’ont aucun attribut commun, et
il n’y a peut-étre pas d’autre moyen d’en faire un sous-ensemble que
de les énumérer,

Il faut donner aux enfants de nombreuses occasions de former des
ensembles et des sous-ensembles des deux maniéres - soit en énumé-
rant les &éments dPune certaine sous-section de I’ensemble, soit en
« entagsant les attributs ». Insistons sur le fait qu'a ce stade ces jeux
doivent se jouer avec du matériel concret, que ce sont les enfants eux~
mémes qui doivent souvent étre les éléments des ensembles et des
sous~ensembles, et qu'en plus des blocs logiques il faut recourir fré-
quemment & d’autres objets,

I.5. Egalité des ensembles

Nous avons vu déja qu’il y a au moins deux manidres de définir
le méme ensemble d’éléments de I’ensemble de base, de sorte que
deux ensembles peuvent fort bien &tre égaux tout en ayant été définis
par des termes trés différents. Rappelons que deux ensembles sont
¢gaux quand ils sont composés exactement des m&mes éléments, et non
pas d’élements simplement semblables.

Par exemple, dans un ensemble de blocs logiques, nous pouvons
gortir un grand carré rouge épais et un grand carré bleu épais, puis,
dans une autre boite de blocs, prendre également un grand carré rouge
dpais et un grand carré bleu épais. Pour les enfants, il n’y a pas de
différence entre ces deux ensembles, ¢t pourtant ils ne sont pas égaux,
puisque leurs éléments sont des morceaux de bois différents, 11 faut se
rappeler, en effer, qu’il o’y a égalité d’ensembles que lorsque ces en-
sembles sont constitués des mémes éléments, que 1’égalité concerne
ves éléments eux-mémes, et non les propriétés de ces éléments. Ce qui
el égal, entre nos deux ensembles, c’est qu’ils sont tous deux fairs de
pléces de bois, tous deux composés de pitces carrées, et ainsi de suite,
¢ il ne s’agit 1d que d’égalité des artributs.
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L’égalité des ensembles implique une égalité réelle, matérielle,
essentielle, une identité des éléments de ces ensembles, et la seule
maniére de « modifier » ces éléments, c’est de les changer d¢ place. Par
exemple si un ensemble est composé de deux objets A et B, il est égal &
lui-méme lorsqu’on met I'objet B avant 'objet A, ou si on prend ces.
deux objets, qui étaient sur la table, et si on les met dessous, ou si on

Fig. 5 EGALITE DES ENSEMBLES

Jean-Louis Valérie Catherlne

e -

p:_-;

Valdrie Catherine Jean-Louis
Ces trois enfants sont les seuls de notre classe qui portent des souliers

noirs. Nous pouvons donc dire que ’ensemble {Jean-Louis, Valérie,

Catherine} est égal 4 I'ensemble {enfants portant des souliers noirs}, -
Nous pouvons également dire que l'ensemble {Jean-Louis, Valérie,

Catherine} est égal 4 'ensemble {Valérie, Catherine, Jean-Louis} et ainai

de suite.
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Photo 5. Compter en base 6. ) )
L’éldve apprend d reconnaitre el @ noter des combinaisons de différentes puissances de 6.
{ Photo Fan Dalman )

les range dans deux boites différentes, I'une dans la saile de classe,
’autre dans la cour de récréation, et ainsi de suite.

Aussi I'idée d’égalité entre ensembles ne devient-elle intéressante
que quand on se trouve en présence de définitions différentes d'un
méme ensemble, et ¢’est pour cela qu’il est utile de Pintroduire : cest
pour que les enfants puissent apprendre 4 comprendre que ¢ L'en~
semble des personnes portant des chaussures noires est égal a l'en-
semble formé par Catherine, Jean-Louis et Valérie ». Clest en jouant
des jeux avec des ensembles formés pat les enfants de la classe que les
enfants acquerront I'habitude de reconnaitre les ensembles égaux.

Si notre ensemble de base étair cemposé des enfants de la classe,
et si ces enfants, en fait, portaient tous des chaussures noires, et si
personne d’autre dans la classe ne portait de chausures noires, en-
semble de base et I’ensemble des enfants porteurs de chaussures
noires seraient égaux, ef nous pourrions ajouter 3 notre legon sur
Pappartenance aux ensembles cet aspect particulier de 1a notion d’éga-
lité,

Un jeu trés efficace, & ce point de vue, consiste & inviter un groupe
d’enfants 4 constituer, avec uelques-uns de leurs camarades, un en-
semble d’enfants en les nommant un par un, puis & inviter un gutre
groupe d’enfants A reformer le méme ensemble en le définjssant uni-
quement par des aitributs. Par exemple, le premier groupe appelle
« Eliane, Dominique et Gilles », et le second dit « Pensemble des em-
fants portant des chandails gris clair » — et si tous les trois portent
des chandails gris clair, et qu’aucun autre enfant de la classe n’en porte,
1a réponse est correcte.

1.6. Ensembles vides, sous<ensembles vides

I1 peut se faire, évidemment, qu’on ait réuni des attributs tels qu’il
n’existe dans ensemble de base aucun &lément les possédant, Dans
€c cas, on a un ensemble vide et, de méme, on peut avoir un sous-
ensemble vide, L’ensemble vide, c’est celui qui ne contient aucun
élément,

Revenons & I'ensemble de base composé de tous les enfants de la
classe, er définissons un ensemble composé de ¢tous les gargons &
cheveux blonds portant des chaussures noires », Comme il peut se faire
qu’il 0’y ait, ce jour-la, aucun gar¢on 2 cheveux blonds qui porte des
chaussures noires, Pensemble des gargons 4 cheveux blonds portant
des chaussures noires est égal 2 'ensemble vide.

On peut demander aux enfants de nommer les éléments ou de défi-
nir les attriburs de Pensemble vide, et cela peut faire un jeu trés amu-
sant. La maitresse décide, par exemple, que I*univers se compose de
toutes les personnes qui sont dans la classe, et ’ensemble vide pourra
dure celui «de tous les enfants de la classe qui sont dans une poussette s
ou « Pensemnble de toutes les petsonnes qui ont plus de cent ans »
ou « Pensemble de tous les grand-pires de la classe ». Avec d’autres
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univers, on pourrait avoir ¢ I'ensemble de tous les crocodiles de la
pitce », etc. L’absurdité de certaines de ces réponses est & la fois amu-
sapte et constructive, car elles conduisent 4 I'idée de contradiction.
L’engsemble vide est I’équivalent, dans le domaine des ensembles, de
la notion de contradiction en logique.

Fig. 6 ENSEMBLE VIDE ET SOUS-ENSEMBLE VIDE

vide

Gargons Filles

Sous-ensemble
vide

Tous ies garcans Toutes les filtes

de la classe de la classe

Supposons gue notre univers comprenne toutes les personnes qui se trouvent
dans la salle de classe. Supposons gue notre ensemble comprenne les per-
sonnes igées de plus de 100 ans. Dessinons les membres de cet ensemble §

dans le carré, Il n’y aura évidemment pas d’¢léments dans cet ensemble.
C’est un ensemble vide.

Dans Pintersection nous devrions avoir tous les enfants qui sont 4 la fois
filles et gargons. Comme nous n'aurcns pas de tels enfants, notre sous-
ensemble est vide.
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1.7. Intersection d’ensembles

Ici encore, le mieux est, pour commencer, de prendre comme élé-
ments de I’ensemble les enfants de la classe eux-mémes. On commence
par demander aux enfants de suggérer deux attributs définissant cha-
cun un ensemble différent. On va, en effet, faire deux ensembles. Les
enfants vont faire des quantités de suggestions. Supposons que de tous
les attributs proposés on en ait retenu deux ~ celui d’&tre un gargon et
celui d’avoir plus de six ans. Pour jouer 4 ce jeu, il nous faut deux cor-
des assez longues, une par ensemble. On désigne deux capitaines, un
par équipe, a chacun desquels on confie une corde. Puis on dit aux
enfants qui sont des garcons d’aller dans un coin de la salle, et & ceux
qui ont plus de six ans d’aller dans un autre coin. Chacun des « capi-
taines (’ensemble » s’assure que tous les enfants de 'ensemble sont
dans la corde, qu’il tient au niveau de leur taille,

Mais il ¥ a quelques enfants gui sont dans 1'indécision, car ils sont
i la fois gargons et dgés de plus de six ans. O faut-il aller? Nous en
avons vu qui faisaient jusqu’a vingt fois la navette entre une corde et
Pautre avant que la discussion s’instaure. 8i efle est trop longue & venir,
la mairresse demandera. aux capitaines : « Avez-vous bien tous les
gargons dans la corde? » ou bien « Est-ce que tous les enfants de plus
de six ans sont bien attachés ? » C’est aux capitaines, assistés de cama-
rades de son ensemble, de voir §'il ne manque personne. II faut parfois
un certain temps avant qu’un des enfants se dise, et dise, que certains
enfants doivent étre dans les deux cordes i la fois.

Fig. 7 INTERSECTION

\ci les gargons

a
lci l'ensemble (Llissd:np;lus lel "'ensemble

de tous les enfants de tous les

dgés de plus de § ans. gargans.,

Les enfants qui sont des gargons et 4gés de plus de six ans sont 4 la fois
Jduns les deux cercles : ¢’est P’intersection.

Formez les cercles avec des cordes que les enfants tiendront sous leurs
mentens, afin qu’ils se rendent compte qu’ils sont bien ¢ A Pintériewr ».
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Il est essentiel de ne pas se hiter pour acquérir cette compréhen-
sion ; le nombre de fois que les enfants doivent aller dune corde 3
'autre, le nombre de discussions entre capitaines et équipes, tout cela
contribue & renforcer I'idée qu'il y a deux attributs auxquels il faut
satisfaire en méme temps.

11 peut, bien entendu, se faire que Pintersection soit vide. Par exem-
ple, si les attributs avaient été « gargon » et «fille », tous les garcons
auraient été dans une corde, toutes les filles dans 'autre, et il n’y aurait
pas eu de probléme. Il est essentiel que les enfants fassent les deux
types d’exercices — ceux dans lesquels U'intersection comporte des é1é-
ments, et ceux o ¢lle n’en comporte pas, ol elle est vide,

Fig. 8¢ ENSEMBLE COMPLEMENTAIRE

rauge non-rouge

Remplissez Sous-ansemble Remplissez

ce cercle vide ce cercla

avec tous les avac tous les

blocs rouges. :);?It;ss :on-

Si nous choisissons comme ensemble tous les blocs rouges, les blocs non-
rouges, c’est-d-dire ceux qui restent, sont l'ensemble complémentaire.
8i nous choisissons les blocs non-rouges comme ensemble, ce sont les blocs
rouges qui seront I'ensemble complémentaire,

triangles triangles
grands rouges
rouges non-grands

Ici notre ensemble comprend les grands triangles rouges, l'intersection est
vide et 'ensemble complémentaire est formé par les triangles rouges hon
grands,
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Notons bien que ¢« Pintersection de deux ensembles », c’est la section '
qui est commune aux deux ensembles. I1 ne faut pas confondre ce
terme avec les pointg d’intersection de deux limites.

Ces jeux, on le voit, sont éguivalents aux jeux décrics dans la section
consacrée & Ia logique, mais dans chaque cas notre intention est de
faire apprendre autre chose, Il faut s’assurer que, finalement, les en-
fants comprennent bien le rapport qu'il ¥ a entre les deux types de
jeux.

On peut jouer des jeux analogues avec les blocs logiques, comme
nous I’avons indiqué au chapitre « Logigue ». On peut essayer des jeux
avec des croisements de routes, avec deux cerceaux, avec trois, voire
quatre cerceaux. Il faudra alors examiner les diverses intersections,
décider des sous-ensembles ¢t ¢xprimer verbalement leurs noms, en
s’intéressant, aussi, aux pidces laissées de coté, car elles forment éga-
lement un ou plusieurs ensembles,

Comme ces jeux, souvent joués avec des disgrammes de Venn, sont
spectaculaires quand on les joug avec des enfants, on est tenté d’aller
trop vite, sans preparation suffisante, Clest & éviter.

1.8. Complément

Il est possible de scinder Fensemble de base en deux sous-ensembles
distincts. Par « distincts » nous voulons dire que l'intersection entre
les detux sous-ensembles est vide — c’est-a-dire que les deux parties,
ou les deux sous-ensembles, n'ont aucun élément commun.

Supposens que nous scindions I’ensemble de base des enfants de
la classe en deux ensembles, celui des gargons et celui des filles, ou
celui des enfants qui ont des cheveux blonds et celui des enfants qui
n’ont pas les cheveux blonds, ou celui des enfants qui portent des chau-
sures noires et celui des enfants qui ne portent pas des chaussures
noires. 3i 'attribut de 1"un des ensembles est la ¢ négation » de cehui
de I'autre, on peut &tre sfir, rout 4 fair sir, qu’il n'y a ancun élément
dans P’ensemble intersection, car aucun élément ne peut posséder 3 la
fois un attribut et la négarion de cet attribut. Aucun enfant ne peut &re
# 1a fois garcon et fille, etc,

Un jeu qu'il est manifestement rrés facile de jouer & propos de com-

. pléments, c’est simplement de scinder Punivers de telle manitre gu’une

partie de 'univers aille dans un coin de la salle et Pautre partie dans un
sutre coin. Sil’on appelle ¢ ensemble » une de ces parties, I*autre sera
Ie ¢ complément ». Naturellement, on peut inverser les roles, la seconde
partic étant appelée ensemble et la premitre complément, Une fois
un ensemble cheisi, le complément, ¢’est la partie de Punivers qui
reste,

S8i on prend les blocs logiques, on peut choisir les pidces jaunes com-
me ensembile, et dans ce cas les piéces non-jaunes forment le complé-
ment. Toutes les fois qu’on isole un ensemble dans un umnivers, on a,
de ce fait, son complément,
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_Il est clair que le complément du complément, c’est I’ensemble
lui-méme. En d’autres termes, si I'ensemble est constitué par les
rouges, son complément est formé des non-rouges, et le complément
du complément est formé des non-non-rouges, ¢'est-i-dire des rouges
c’est-i-dire de I’ensemble Ini-méme. On peur imaginer un jeu dan;
lequel un enfant divise la classe en deux parties séparées, en pensant
4 un attribut qui détermine la séparation, mais sans dire quel est cet
attribut, et il faut gue les autres enfants de la classe devinent quel a été
I’attribut qui a été choisi. Par exemple, le premier enfant décide que son
ensemble se compose de tous les enfants qui portent quelque chose de
blanc, de sorte que le complément consiste e¢n ’ensemble de tous les
enfants qui ne portent pas quelque chose de blanc (Cest le reste de
Pensemble de base). A un stade ultérieur, il imaginera, par exemple
lensemble des enfants blonds et aux yeux bleus, auquel cas le com:
pléme!:lt se composera des enfants qui n'ont aucun de ces attributs
ou qui n'en ont qu'un seul. Les enfants éprouvent souvent beaucoup
de mal 3 décider de ces attributs... décisifs.

Fig. 9 ENSEMBLE-REUNION

Voici notre premier ensemble
symbolisé par des dessins. Re-
marquez les accolades qui

entourent et qui indiquent
, . qu’il s’agit d’un ensemble.

rouge épais | |rouge mince

3
WVoici notre second ensemble
symbolisé. Remarquez qu’il
sagit d'ensembles distincts
rouge rouge qui n'ont pas d'éléments
épais mince COmmuins.

rouge épais| |rouge mince

rouge dpais{ |rouge minte
rouge rougs
épais mince | 3 l m
F 7 ? 4

L’ensemble des carrés rouges réunis i Densemble des grands triangles
rouges — l'ensemble des carrés rouges et des grands triangles rouges.
Remarquez le signe ' dont on se sert pour indiquer la réunion. A une
é_tape uitérieure et & un niveau différent, cette opération correspond a I'addi~
tion des nombres.
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On peut aussi jouer 4 ¢es jeux avec les blocs logiques, en cominen-
cant par un seul attribut, puis en en ajoutant deux, trois, & mesure que
ies enfants acquigrent de la pratique.

1.9. Réunion d’ensembles

Il existe une opération importante, c’est celle de Ja réunion d’en-
sembles en vue d’en faire d’autres ensembles. Cela n'offre aucune
difficulté particulidre, car les enfants pensent simplement 4 un certain
ensemble, puis & un autre ensemble, puis enfin ils en réunissent les
é&léments pour former un nouvel ensemble. Iy a cependant une petite
difficulté qui peut se présenter si les deux ensembles ont des éléments
communs, mais les enfants admettent assez vite que ces éléments,
comme les autres, peuvent aller ensemble. Par exemple, si on a, d'une
part, tous les crayons et, d’autre part, tous les instruments servant &
&crire et qui sont bleus, {ce qui comprend 4 la fois les crayons bleus et
les porte-plume bleus, mais qui comprend aussi les crayons non-bleus)
et si nous les mettons tous ensemble, nous aurens un tas qui com-
prendra les crayons non-bleus, les porte-phime bleus. Les porte-plume
non-bleus ne se trouveront pas inclus.

Il y a le cas particulier des réunions d’ensembles dans lesquels il
'y a pas d’¢léments communs. Aussi faut-il que les enfants acquidrent
Iexpérience de situations dans lesquelles on réunit des ensembles
ayant des éléments communs et de situations dans lesquelles on réunit
des ensembles qui nont pas d’éléments communs. Ce sont ces der-
nitres qui conduisent a I’idée d’addition.

Dans lexemple donné ci-dessus, tout membre de I’ensemble-
réunion est ou bien un instrument A écrire bleu, ou bien un crayon.
Dans Vintersection, ensemble avait la propriété des deux ensembles
(2 la fois instrument & écrire et bleu). Dans l’ensemble-réunion,
la propriété de I’ensemble-réunion, c'est que les éléments ont 'une
ou bien Pautre de ces propriétés. Les enfants trouvent cela difficile
& comprendre au début, car ils ne voient pas bien comment Uobjet
qu’ils ont ramassé serait OUJ BIEN ceci OU BIEN cela, alors qu’en
fait ce quiils voient dans leur main, est un seul objet. La meilleure
maniére de surmonter cette difficulté, ce serait peut-étre de leur dire
qu'on va tirer une piéce de Pensemble-réunion, mais sans savoir
exactement laquelle, car on ne va pas regarder dans le récipient.
Alors, avant de 1a tirer, qu’est-ce qu'on peut dire de certain sur cette
pitce, quelle qu’elle soit, sans se tromper ? Trés souvent, dans ce cas,
les enfants répondront vite : « Ce sera sGrement un crayon ou un truc
bleu pour écrire. »

Voyons comment on peut orgamiser un jeu simple de ce genre,
Prenons les blocs logiques, et décidons que le premier ensemble se
compose de toutes les pitces bleues, tandis que le second se compose de
toutes les pieces rondes. On réunit ces deux ensembles et on les met
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dans un seau avec un couvercle. Ensuite on demande aux enfants :
4 8i je tire un bloc du seau sans regarder, qu’est-ce que ce sera siire-
ment? » et supposons que la réponse soit : « Un bleu, » On fait alors
tirer une piéce 4 un enfant et, bien sfir, ¢lle sera peut-2tre bleue, mais
il finira bien par en tirer une ronde qui ne sera pas bleue, et on verra
alors que la réponse : « Un bleu » n’est pas suffisante, Bn posant alors
la question 4 nouveau, on obtiendra probablement la réponse ¢ Ou bien
bleu ou bien rond », réponse dont Pexpérience confirmera exactitude.,

Pour donner un exemple de réunion sans atrribut commun, on
prendra les formes carrées et les formes rectangulaires.

1.10. Ensembles-différences

L’ensemble-différence entre un ensemble et un sous-ensemble se
compose des membres de Pensemble qui ne sont pas dans le sous-
ensemble, En d’autres termes, pour obtenir un ensemble-différence, on
enléve de 'ensemble tous les éléments du sous-ensemble, et ce qui
reste constitue 'ensemble-différence.

Les enfants ont bescin de beaucoup de pratique pour former des
ensembles-différences. La meilleure fagon de commencer est pent-&tre
de leur demander de trouver I’ensemble-différence entre ’ensemble de
tous les enfants de la classe et 'ensemble des gargons. On met d’abord
tous les enfants au centre de la pidce, puis le sous-ensemble des gar-
gons s’en va. Ce qui reste, bien entendu, c’est ’ensemble-différence,

Fig, 10 ENSEMBLE-DIFFERENCE

Bé Bm  Bs  @m . ,
Voici notre ensemble symbolisé, Clest
A A 2 Tensemble de tous les triangles bleus.

B4 Bm Voici notre sous-ensemble. Nous

allons essayer de trouver Pensemble-
différence entre ces deux ensembles.

Bm

AVAVYS S VAVANG anf §

L’ensemble-différence entre Iensemble de tous les triangles bleus et
I'ensemble des grands triangles bleus = I'ensemble des petits triangles bieus.
L’ensemble-différence indique « ce qui a été enlevé ». Remarquez le signe \
utilisé pour Ia différence. A une étape ultérieure et & un niveau différent cette
opération correspondra 3 la soustraction des nombres,
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mais c’est aussi Pensemble des filles, de sorte que Pensemble-diffé-
rence entre ’ensemble de tous les enfants de la salle et le sous-¢nsemble
des gargons, c’est ’ensemble des filles.

Faisons un nouvel exercice, en Prenant comme ensemble de base
le mobilier de la classe. Supposens qu’il v ait, dans la classe, un piano,
quelques tables et quelques chaises. Si on choisit comme ensemble
¢toutes les tables et toutes les chaisess er quion veuille trouver
Pensemble-différence entre cet ensemble et le sous-ensemble des
chaises, on veit que cest Pensembie des tables,

En jouant avec les blocs logiques, on peut décider que I'ensemble
sera celui des blocs grands et rouges et que le sous-ensemble sera
celui des grands carrés rouges. Les enfants sortent d’abord toutes les
grandes pidces rouges, puis mettent de c6té toutes les grandes pigces
rouges carrées. On voit alors que Pensemble-différence est formé des
piéces grandes rouges non-carrées, On peut jouer 2 beaucoup de jeux
de ce genre, et demander aux enfants de nommer tour a tour en-
semble, le sous-ensemble et ensemnble-différence.

Ensuite, on jouera ces jeux sans toucher aux pitces. On dira aux
enfants de «penser au sous-ensemble comme g'il érait enlevé» et
d’essayer de le nommer. Pour commencet, il faudra que les pidces
soient disposées de maniére 3 faciliter cette opération mentale, mais
bientét les enfants pourront faire 'exercice sans changer les pigces de
place.

Or, on se rappelle que, dans Punivers, tout ensemble a son ensemble
compiémentaire — constitué par ce qui reste quand on a enlevé 'en-
semble. Si donc nous avons choisi Pensemble de toutes les pitces
bleues, le complément sera constitué par toutes les pidces non-blenes,
et ainsi de suite. En revenant au premier exemple choisi, ot Punivers
était formé par « tous les enfants de la classe *, MOUS avions, comme
ensemble, également pris ¢ tous les enfanrs de la classe » Lorsque nous
avions enlevé le sous-ensemble des gargons, nous avions trouvé que
’ensemble-différence était constitué par toutes les filles. Mais si on v
réfléchit bien, on voit que Pensemble de toutes les filles de la classe
était aussi le complément. 1 faut donner plusieurs exemples de ce
Benre, jusqud ce que les enfants s’apercoivent que la recherche du
complément n’est jamais gu'un cas particulier de la recherche de
'ensemble-différence,

Donnons un autre exemple dans ce cas particulier, en prenant les
blocs logigues. Pour ce jeu, Iensemble de base sera constitué par
'ensemble de tous les blocs logiques de la boite, et on décidera égale-
ment que 'ensemble est constitué par tous les blocs de la boite. Déci-
dons maintenant denlever le sous-¢nsemble des blocs bleus. On
s'apercoit que Pensemble-différence n’est autre que ’ensemble com-
plémentaire — I’ensemble de toutes les pitces non-bleues, puisqu’en
tuit on n’a rien fait dautre que de diviser "ensemble universel en deux
parts, celle des pidces bleues et celle des pitces non-bleues.




1.11. Ensembles équivalents. Les propriétés numériques des ensembles et
le nombre naturel

On peut ¢ aparier » les éléments de certains ensembles, c’est-a-dire

les « mettre en correspondance terme 4 terme, un jun " Par ex?q'xple,
supposons un ensemble d’enfants composé ‘de Sylvie, Valenf: et
Jean-Louis, et un ensemble de fruits composé d’une pomime, d'une
orange et d'une banane. On peut donner I'orange i Sylvie, la pomme

Fig. 11 ENSEMBLES BQUIVALENTS

Jean-Louis
Valérie
Sylvie
8 an
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Jean-Louls Valérle Sylvie

Aol

pomme arange banane

Etablissons une correspondance terme-a-terme entre les éléments de ¢en
ensembles, sans tenir compte de Pordre.
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4 Jean-Louis et la banane 4 Valérie, ou encore donner la banane 3
Sylvie, la pomme & Valérie et 'orange 3 Jean-Louis, peu importe,
du moment que chaque enfant regoit un fruit, ¢t que chaque fruit ést
attribué a un enfant, et qu’il ne reste ni enfant sans fruit nd fruit sans
enfant.

On z ainsi établi une correspondance terme 4 terme, une application,
entre I"ensemble des enfants et Pensemble des fruits, Quand on peut le
faire, on peut dire que les deux ensembles sont dquivalents, et on
pent dire anssi que chacun de ces deux ensembles ¢ a le méme nombre
d’éléments ».

Or, 4 ce point du développement des enfants, on n’a pas encore
introduit le nombre « trois » ; tout ce gu’on peut faire, cest d’attirer
I’attention sur le fait qu’il v a le méme nombre, autant d"éléments. On
peut mettre de nombreux autres ensembles en correspondance élé-
ment par élément avec celui des enfants qui vient d’étre choisi, par
exemple I'ensemble formé d'une table, d>une chaise et d'un tabouret,
en mettant la table avec Sylvie, la chaise avec Jean-Louis et le tabouret
avec Valérie : une fois de plus, on constate I’équivalence entre deux
ensembles : celui des enfants et celui des meubles, comme avec celud
des fruits. . '

De méme, on peut prendre une pidce jaune, une pid¢ce rouge et une
pitce bleue dans la collection des blocs logiques. Mais il faut prendre
bien soin de ne pas toujours tomber juste, afin que les enfants voient
bien qu'on ne peut pas toujours établir une correspendance un-par-un
entre deux ensembles.

On peur zinsi jouer & des quantités de jeux, notamment en formant
entre enfants des ensembles équivalents les uns avec les autres. Au
cours d’une legon, par exemple, on g'arrangera pour ne discuter que
d'ensembles avant la propriété numérique de trois, et on dira aux
enfants que tous ces ensembles peuvent étre appelés « trois » Ils ont
tous la propriété de trois. Une autre fois, on mettra en correspondance
des ensembles ayant la propriété de « deux ». C’est ainsi qu’on fait
apparaitre les nombres narurels, et il faut toujours bien souligner que
¢e sont des propriétés des ensembles.

Le maitre devra encourager les enfants 4 jouer ainsi un grand nombre
de jeux de correspondances terme 4 terme, pour qu’ils comprennent
blen comment les nombres naturels sont formés i partir des ensembles,
c'est-a-dire en mettant des ensembles ¢quivalents en correspondance
#lément par élément les uns avec les autres, Car en procédant ainsi,
on range les ensembles en classes d’équivalence, et on voit mieux que
les ensembles appartenant & une méme classe d’¢quivalence ont la
méme propriété numérique.

1.12. Non-égquivalence

Comme nous ’avons déja indiqué, il arrive parfois, quand on essaie
Jde mettre un ensemble en correspondance avec un autre, quon W'y
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Fig. 12 NON-EQUIVALENCE I’ENSEMBLES

3

/ tables D
j —
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parvienne pas. Il faut également procurer aux enfants de nombreuses
expériences de ce genre. 8i, quand on tente d’assortir les éléments d’un |
ensemble A ceux d’un autre ensemble, il y a des éléments de Pun des |
ensembles qui restent «en rades, on dit que cet ensemble 2 plus |
d’éléments que "autre. De méme, on dit que ce dernier a moins d’élé-. ]
ments que le premier, Il faudra beaucoup d’exercices de ce genre pour |
faire bien pénétrer Iidée de « plus », d’une maniére mathématique qui-‘}
soit indépendante de laspect visuel des piles d’objets. Les jeux intro-
ductifs sont trés simples ; ils sont du méme ordre dque ceux qu’on
utilise pour établir la notion d’équivalence ; aussi n’est-il pas nécess
saire de les décrire et suffit-il de répéter, encore ume fois, qu'il faut §
beaucoup d’expériences avant que I'idée fondamentale contenue dansg
4 plus » et « moins » ait &té comprise par les enfants, i

i

enfants

| -
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Fig. 13 NON-EQUIVALENCE DES TAS QUI AUGMENTENT

Voici un jeu d’une grande efficacité, mais auquel il ne faut pas jouer
tant que les concepts qui précédent n’ont pas €té compris.

On fait faire aux enfants un certain nombre de piles d’objets quel-
tonques — jetons, allumettes, capsules de boutetlles, haricots, clous,
tout ce qui tombe sous la main. Dans la premiére pile, il n’y aura qu'un
seul objet. Pour faire la seconde pilg, les enfants commencent par faire
une pile semblable a l2 premidre, ‘eicactement, puis ¥ ajoutent un objet
suclcongue, obtenant ainsi une pile dans laquelle il y a un objet de
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plus que dans la premiére pile. Ensuite, on copie la seconde pile (avec
son ensemble de deux objets) et on y ajoute un troisitme objet, ce qui
donne une troisitme pile, un troisitme ensemble, Puis on dispose 4
¢Oté un ensemble analogue de treis objets, et on y ajoute encore un
objet. On obtient ainsi un ensemble de quatre objets. A 1’ige ou les
enfants font ces exercices, il ¥ a des chances pour qu'ils ne sachent
pas encore compter, méme s'ils ont déjd une vague idée de la « pro-
priété deux », de la « propriété trois », et ainsi de suite, tirée de nos
jeux d’équivalences, mais ils seront ravis de jouer & ce jeu presque
sans limite, et, de fait, on peut les laisser continuer jusqu’a ce qu'il y ait
de trente 4 quarante objets dans un ensemble.

Il convient de disposer ces ensembles en succession linéaire sur le
sol, si possible en ordre croissant de la gauche vers la droite, en met-
tant 'ensemble composé d*un seul objet le plus vers la gauche, Pen-
semble de deux objets plus 3 droite, et ainsi de suite. En d’autres
termes, les ensembles deivent aller en augmentant de la gauche vers la
droite. Ce n’est pas indispensable, cependant, et ils peuvent aussi bien
aller en augmentant de droite 4 gauche, ou de haut en bas, ou de bas
en haut, ou de toute autre maniére commode, du moment que les
enfants voient bien dans quel sens se fait la croissance.

Puis on peut jouer ie jeu suivant: — On désigne deux ensembles
consécutifs quelconques, et on demande aux enfunts : + Quel est celui
de ces deux ensembles qui a le plus d’objets ? » En général, la réponse
est juste, et on peut alors poser la question: « Combien de plus? »
(On conviendra que ¢’est une question gui peut légitimement étre
posée méme si les enfants ne savent pas compter, puisque la réponse 3
est « un »). On poursuit cet exercice et on vérifie le résultat, non pas en
comptant, mais en établissant une correspondance élément par élé- ]
ment, jusqu’aux plus grandes piles. Pour les enfants, ces piles de 4
grandes dimensions ont I'air & peu prés pareilles, et il faut donc que le }
maitre leur fasse vérifier que, méme 13, Pensemble immédiatement &
droite comporte bien un élément de plus que celui qui le précéde sur ]
sa gauche, Il sera sans doute utile de faire exécuter matériellement les 1
correspondances sur un certain nembre d’ensembles voisins, ius'squ’a ¥
ce que les enfants aient bien compris que la différence est toujours
de un. 1

Une fois ces jeux terminés, on peut demander aux enfants : « Queﬂg ]
est la pile qui en a un de plus que celle~ci? » ou « Quelle est la pile gui 3
en a un de moins que celle-1a? « et 13 encore le maitre s’assurera que A
chaque enfant comprend bien tout ce qui est contenu imp]icitemcx}t-_,
dans ces recherches et ces découvertes. En particulier, qu'ii n’oubhe\_
pas que la seconde question est plus difficile que la premiére pour
beaucoup d’enfants,

Une fois qu’on est assuré, aux questions sur «un de plus» oy, ;
«un de moins », d’obtenir la téponse « celle de droite » ou « celle de
gauche », respectivement, et une fois qu’il est bien établi que, dans le'}
cas de deux piles consécutives quelconques, celle de droite comporte, |
toujours un élément de plus que celle de gauche, on peut s_tb‘order un -4

autre jeu. Tout d’abord, revenant au premier &rar du jeu, on révige les
propriétés numériques des petits ensembles, car les enfants devraient
étre capables de reconnaitre la propriété d’avolr un élément, deux &lé-
ments, trois éléments, et ainsi, peut-étre, jusqu's neuf,

On montre alors le premier ensemble et le troisi¢me, et on demande
aux enfants lequel a le plus d’éléments, et combien. On voit, plus
facilement gu’avant, quel est le plus ¢ nombreux » des deux, Mais il
faut vérifier en faisant la correspondance élément par élément, autant
que faire se peut, et les enfants ne mettront pas longtemps 2 reconnafrre
dans Pensemble-différence un ensemble ayant la propriété de deux,
On notera donc qu'il ¥ a + deux de plus » ou « deux de moins ». Puis
on prendra la deuxiéme et la quatridme pile, en posant toujours les
mémes questions : « Quelle est 1a pile qui a le plus de piéces? », puis
« Combien de plus? », puis « Quelle est 1a pile qui a le moins de pie-
ces? » et ¢« Combien de moins?» Continuer cet exercice, en montant
de plus en plus le long de I'échelle, et en vérifiant, sans compter, la
différence. On s’apergoit que lorsque les piles deviennent trop grandes
pour que les enfants puissent voir d*un simple coup d’wil quelle est
la plus grande, ils ne disent plus qu'il y en a deux de plus dans celle de
droite, IIs disent parfois qu’il ¥ en a trois de plus ou quatre de plus,
car ils voient que les piles deviennent de plus en plus grandes et en
déduisent qu’il doit en étre de méme des différences, Mais nous avons
¢galement vu des enfants dire que la différence n’est plus que de un,
¢t quand on leur demande pourquei, ils répondent que les piles ont
I'air & peu prés pareilles et que la différence ne doit &tre que de un.
Pourtant, si on raméne ces enfants devant les petites piles, ils répon-
dent 4 nouveau que la différence est de deux, sans se rendre compte de
la contradiction entre leurs deux réponses, Cela prouve que ces enfants
n’ont pas encore appris que « un de plus » et « un de plus » font « deux
de plus », méme ¢ils ont déja comptis que ¢ un et un font deux »,
Notre lecteur voudra bien se reporter 4 ce qui est dit dans le corps de
Pouvrage sur les jeux « état, opérateur, éeat ». Quand les enfants auront
joué & des jeux de ce genre, il est probable qu’ils fourniront des répon-
ses plus satisfaisantes.

Quand on aura fait jouer aux enfants les jeux ci-dessus et des jeux
anatogues, ils auront été convenablerent introduits 4 la notion de
nombre naturel, ils pourront compter en comprenant ce qu’ils font et
ils auront maftrisé les propriétés numériques des ensembles, Il faut
faire trés attention de ne pas précipiter ind(ment les enfants  ce stade,
surtout les plus lents, car il v a bien des erreurs qui se produisent au
cours des étapes ultérieures du développement mathématique et qui
n'ont pas d’autre cause qu'une mauvaise compréhension des concepts
qui sy trouvent implicitement contenus. Comme nous I'avons indiqué
dans lintroduction de notre manuel, nous 'y avons pas fait figurer ces
# jeux sur les nombres » que les maitresses des écoles maternelles con-
nwissent et savent wtiliser si bien, mais nous pensons que introduction
dle ces jeux devrait étre retardée jusqu’i ce que les enfants aient atteint
#u moins ce stade. -

s
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1.13. Symboles et symbolisation

La premidre expérience de I'enfant, c’est son moi, c’est lui-méme.
Puis vient I'expérience des « choses qu'il trouve autour de lui» et,
parmi ces choses, bien entendu, sa mére, son pire, ses amis. Les objets
et les personnes sont les premiéres expériences de Penfant.

Pendant la seconde année de sa vie, il commence A acquérir des
associations de « mots représentatifs de ces objets et de ces personnes »
et, pendant Ia troisiéme année de sa vie, il apprend i parler. A ce
moment de sa vie, la parole est devenue un puissani ¢nsemble de sym-
boles grace auxquels il peut faire état de ses expériences, (Il ne faut pas
oublier, toutefois, que ces mots lui sont véritablement propres, qu’ils
sont trés solidement ancrés A son expérience personnelle, et qu’il leur
faut beaucoup de temps pour se développer correctement. Plus d'un
maitre, plus d’une mére ont été engagés sur une fausse piste par un
mot - mal employé — de Penfant).

L’étape qui suit celle de la patole est, peut-&tre, celle du dessin.
L’enfant « fait des images » Au lieu de dire « une maison » il en dessine
une. Quand on s’occupe d’ensembles en classe, on est parfois amené
4 représenter des ensembles par des symboles quelconques (et comme
les enfants ne savent pas encore lire, on ne peut pas écrire des mots). §
On peut alors faire des dessins au tableau ou sur une feuille de papier
et, par exemple, représenter I'ensemble composé d’une table, d’une )
chaise et d’un tabouret par une esquisse grossiére de ces trois objets.
Il faudra que les enfants comprennent bien clairement que ces images §
représentent des ensembles d'objets, mais ne sont pas identiques aux 3
objets qu'elles représentent, I1 faut les amener & voir qu’ils ne peuvent
pas entrer dans la maison, s’asseoir sur la chaise, qui sont repré- j
sentées au tableau ou sur le papier, que la chaise, la maison, ne sont j
que des images, qu’on ne peut pas cueillir une orange sur Varbre
dessiné au tableau. Il est capital que les enfants comprennent bien la
différence entre ’objet réel et le symbole qui le représente. Des expé-'
riences du genre de la suivante y contribueront, i

La maitresse montre aux enfants 'image d’un chat, et demande
« Quiest-ce que c’est que ca? ». Les enfants répondent: « Clest un §
chat. » La maitresse demande alors : ¢ Venez le caresser » ou encore &
aPourquoi ne s’en va-t-il pas ?»+. Les enfants s’en amusent grandememt. B
Elle peut alors dessiner au ableau un ociseau plutdt simplifié et de—f
mander : « Qu'est~ce que Cest que ¢a? » $’ils répondent : « Clest un ]
oiseau », elle demandera « Pourquoi ne s’envole-t-il pas? ». A la suite. |
d’expériences de ce genre, les enfants en viendront 3 saisir, et surtout 4
A dire, que « ce n’est pas un vrai », que c'est seulement I'image d™utt |
oiseau. Puis on demandera aux enfants de dessiner quelque chose
qu’ils ont vu récemment, et la maitresse leur posera des questions
sur leur dessin, jusqu’a ce qu'ils aient appris & dire, par exemple : ‘)
¢ C’est I'image d’un arbre» au lieu de « Clest un arbre ». Certains §

enfants plus lents auront besoin de plusicurs expériences avant d'y
parvenir.
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Fig. 14 SYMBOLES ET SYMBOLISATION
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Ce n’est pas du byzantinisme. Il est trés important pour les enfants
de se rendre compte de la différence qu’il ¥ a entre le symbole et ce
qui est symbolisé, car plus tard, quand il s’agira de symboliser des
abstractions comme les nombres, cette différence, il faudra la faire,
et tres nettement,

Quand les enfants se servent pour la premiere fois des ensembles,
ils ont dé&ja une certaine expérience de I'utilisation des personnes et
des choses elles-mémes sans aucune sorte de symbolisation, mais ils
découvrent bientdt le besoin de garder une trace quelconque de leur
activité nouvelle, et ce besoin‘conduit 4 la symbolisation, Quand ils
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patlent de leurs expériences, ils se servent, bien entendu, de symboles
verbaux, mais ils ne savent pas encore les écrire. Dans un premier
temps, on introduit emploi des accolades pour désigner la notion
d’ensemble, et & lintérieur de ces accolades les enfants dessinent
Pimage des éléments de I’ensemble en question. Naturellement,
#il ¥ a un grand nombre d’éléments dans I'ensemble, cela devient
rapidement fastidieux. $'il faur, par exemple, dessiner 2 la suite vingt
gargons, cela peut constituer pour les enfants, et méme peut-tre pour
certaing maitres, une difficulsé insurmontable, et Cest 13 qu’intervient
le langage. Ii permet de dire : « L’ensemble de tous les gargons de la
classe » et au bout d’un certain temps, les enfants sauront Pécrire et
le lire. Peu 4 peu, de Ia sorte, Ia Parole écrite prend la place de I’image
comme symbole du sujet dont on patle. Au lieu de mettre des petits
dessins entre les accolades, on y fait figurer des mots. Mots et images
sont des symboles, tout comme Pexpression verbale. Ils représentent
les objets téels, les personnes, les &léments de Pensemble.

LA encore, il est important de rappeler aux enfants que le mot
¢ arbre » n’est pas un arbre. Il nous rappelle un arbre, ¢’est tout.
Le mot « bleu » n’est pas lui-méme bleu, et il n'est pas indispensable
de prendre de la craie bleue pour 'écrire au tablean. Le moz « bleu »
peut done fort bien étre blanc. Clest par convention qu'il nous rappeile
la coulewrr blene,

Fig. 15 LE NOMBRE D’ELEMENTS I’UN ENSEMBLE
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La lettre «N» placée devant ensemble désighe « Pattribut nombre » de
Pensemble. La « propriété-nombre » est indépendante du genre d’objets
ou de personnes qui constituent Pensemble pu du genre de symbole que nous
utilisons.

En affrontant Pattribut numérique, on passe par les mémes étapes ;
tout d’abord, utilisation des objets eux-mémes, puis, quand les enfants
ont commencé A saisir ce qu’est la propriété d’étre deux, on trecourt au
mot « deux ». La symbolisation se fait d*abord & aide de deux-images
dans les accolades, puis 4 Paide de batonnets ou de points n’ayant phus
aucun caractére représentatif des objets de ’ensemble. A partir de i,
on peut écrire le mot « deux », puis passer au chiffre « 2 », Mais ce
chiffre « 2 » n’est pas iui-méme « deux » — il nous tappelle simplement
la propriété commnune de tous les ensembles qui ont pour attribut
« deux », Il nous rappelie une certaine catégorie d’ensembles qui ont la
propriété de « dualité » (quelle que puisse étre la nature des éléments -
personnes ou choses - qui les composent), de méme que le mot « rouge »
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neus rappelle une certaine classe d’objets qui ont la propriété . de
« rougeur #,

1.14. Aspects cardinal et ordinal du nombre

Avant de jouer 4 des jeux relatifs 4 Pordre, il faut que la notion
d’ordre soit bien associée 4 celle de quanrité ; autrement dit, il nous
faut maintenant associer ’aspect cardinal et Paspect ordinal du nombre,
1l faut encourager les enfants & jouer 4 des jeux qui les aménent 2
saisir le lien qui existe entre «un de plus» et « Ie suivant » ou entre
¢un de moins » et «le précédents. Une fois qu'ils auront saisi, ils
sauront que tout nombre a un précédent et un suivant, Cela les pré-
pare & lidée de «premier», «second», «troisidme», « guatriéme »,
etc, ¢t les habitue & penser en termes d’ordre de succession.

Fig. 16 APPRENDRE A COMPTER
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Quand ils sont parvenus a ce stade, on peut leur donmer les « mots
nombres », par exemple écrits sur des morceaux de carton. Ces « mots »
ne doivent pas étre représentés par leurs symboles numériques « 1 »,
#2s, « 39, ¢tc., mais par leur expression verbale éctite « un #, ¢ deux »,
# trois +, etc. Sila notation d’ordre est bien installée, on peut inviter les
enfants 4 ranger ces cartons dans Pordre. Iis devront poser d’abord le
mot ¢ un », puis le mot « deux », et ainsi de suite. Savoir faire cela, c’est
mavoir « compter ». C'est en voyant jusquw’oil I'enfant peut aller de la
gorte qu’on voit jusqu’o il sait compter. Quand un enfant dit qu’il sait
compter jusqu’s cent, ce que cela devrair signifier, c’est que, si on lui
donne les cent premiers cartons, il est capable de les disposer en ordre.
Voild un jeu qu'il faut toujours avair sous la main et qu’il faut faire
Jouer souvent.

On peut se servir de ces plaquertes-nombres pour jouer & des jeux de
correspondance terme i terme avec d’autres ensembles. Par exemnple,
8l on a un ensemble composé d’une otange, d’une pomme et d’une
banane, on peut jouer en prenant d’abord les trois premiers mots, dans
'ordre correct, et les metere, un par un, en correspondance avec les
#léments de 'ensemble de fruits. On peut attribuer le «un» 4 la pom-
me, le « deux » 3 I'orange et le « trois » 4 1a banane, mais, bien entendu,
Il n'est pas indispensable de s’en tenir 4 cet ordre. Nous avons vu, en
affet, que 'ordre des éléments d’un ensemble est sans importance. Par
contre, U'ordre des éléments de 'ensemble des mots-nombres est essen-~
tlel. Le tout est de commencer pat' le « un %, mais on peut tout aussi
hlen Pattribuer # la banane qu’a un autre fruit.
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5i on a bien pris les mots-nombres dans I’ordre correct, le dernier
mot nombre détermine le « nombre cardinal » de 'ensemble d’objets.
C’est cela quon veut dire quand on parle de « compter les éléments
d'un engsemble », Il faut multiplier les activités de ce genre, en se rap-
pelant que le fait de se borner 2 faire compter ¢ un, deux, trois, quatre,
cing... » a beaucoup moins de signification que de faire choisir les
mots «un», «deux s, ¢trois», 4« guatre »... et de les faire metire en
correspondance, terme 4 terme, avec les éléments d’ensembles maté-
ricllement réalisés,

Naturellement, il faut, de méme, par la suite, jouer des jeux analo-
gues avec les chiffres « 19, 4 24, ¢ 3 4,... On peut, par exemple, pour com-
mencer, faire mettre en correspondance avec les éléments de ’ensem-
ble & la fois les plaquetres-mots et les plaquettes-chiffres. Pour com-
mencer, on 8¢ limitera aux nombres de un  neuf,

1.15. Ensemble d'ensembles, et ensemble d’ensembles d’ensemnbles

Il convient de consacrer une série de jeux aux changements d’univers
qui peuvent se produire au cours d'une méme legon. Par exemple, 3
un moment donné on pense i I'univers des enfants qui sont dans la
classe et, plus tard dans la méme legon, il se peut qu’on pense 4
Pumivers des ensembles denfants, ce qui est différent. Comme il est
peut-&tre un peu abstrait pour les enfants de penser 2 I'univers de tous
les ensembles possibles d’enfants, on peut se contenter de les amener &
penser 4 des univers d’ensembles particuliers d’enfants,

Pour nous faire mieux comprendre, exposons en détail un jeu a
partir duguel on peut en créer de semblables, Faisons asseoir les en-
fants a des tables ou & des bureaux, 4 leur place habituelle, Par exemple,
mettons quatre enfants autour de chaque table, ou deux enfants par
banc, et patlons de « tablées » d’enfants. Dans ce cas, en plus de I'uni-
vers des enfants de la classe, il ¥ aura un autre ensemble de base
auquel on pourra penser pendant la legon — Punivers des tables (ou
celui des bureaux),

On peut maintenant commencer & jouer 3 établir des correspon-
dances, terme 4 terme, entre les ensembles appartenant 3 ces deux
univers. Par exemple, on peut jouer 3 faire correspondre les tablées

d’enfanrs et les tables, de sorte que dans un univers il v aura des |

tablées {ce sont des ensembles de quatre enfants qui sont les éléments

de Punivers) et dans I'autre univers il y aura des tables (les tables |}

seront les éléments de cet univers). Si, autour de chaque table, il y a

quatre enfants assis, s’il 1’y a aucune table libre, et §’il n’y a pas d’en~
fants debout, il y a autant de tables que de tablées d’enfants. Dans ce

cas, il v a correspondance terme 4 terme entre un ensemble des tables

et un ensemble des 1ablées (Ce n'est pas une correspondance terme 4

terme entre ’ensemble des tables et ’ensemble des enfants).

Considérons le cas suivant. Imaginens (ou disposons) cing tables

et autour de chaque table imaginons quatre enfants. Nous pouvons,
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dans ce cas, mettre en correspondance terme A terme Pensemble des
« quatuors » (permettez-nous d’appeler ainsi, pour les besoins de la
cause, les groupes de quatre enfants) assis autour de chaque table avec
Pensemble des tables. Il y a autant de quatuors que de tables. i, par
contre, nous tentions de mettre en correspondance, un 4 un, I’ensemble
des enfants avec I"'ensemble des tables, nous échouerions lamentable-
ment, parce qu’il y a bien plus de cing enfants et qu’il n’y a que cing
tables ; quand on arriverait au sixiéme enfant, il n’y aurait plus de
table pour lui. Il y a manifestement plus d’enfants que de tables, mais
il ¥ a autant de « quaruors » que de tables.

On peut pousser le jen plus loin ¢t imaginer que chaque enfant air
trois livres. Dans c¢ cas, nous pensons 4 des « ensembles de livres »
mais pas & n'importe quels ensembles : & des ensembles de trois livres
& des « trios » de livres. Nous disposons donc maintenant d’un plus
grand nombre d’univers. Nous avons l'univers des enfants, "univers
des ¢ quatuors » d’enfants, Punivers des « trios » de livres et P'univers
des livres. On peut en jouer et, par exemple, demander : « Quels
sont ceux qu’on peut mettre en correspondance (faire aller) un a un? »
Ainsi, 'ensemble des trios de livres peut étre mis en correspondance
avec 'ensemble des enfants. Il y a autant de trios de livres que
d’enfants assis autour des tables. Il y a également autant de « quaruors
de trios » de livres qu’il y a de ¢ quatuors » d’enfants, et ainsi de suite,

Mais il ¥ a, naturellement, beaucoup plus de livres qu’il n'y a d’en-
fants. Si on essayait d’établir une correspondance terme 4 terme entre
le nombre des livres et le nombre des enfants, on manquerait d’enfants
bien avant de manquer de livres, aussi bien 4 une table quelconque que
dans la totalité de la classe.

On est en présence d'unjvers aux contenus numériques croissants,
L'univers numériquement le plus faible est celui des tables, qui a la
tnéme propriété numeérique que celui des « quatuors» d’enfants.
L'univers des enfants est déja plus important en nombre, et a la méme
propri¢té numérique que Punivers des « trios» de livres. Quant 3
Vunivers des livres, c’est celui qui a le plus grand contenu numérique.
Ainsi, 'ordre ascendant est : — tabies, enfants, livres. Si on veut cal-
culer le nombre de livres qu’il v a sur toutes les tables, il fant d’abord
chercher le nombre de livres de chaque «trio», ¢’est-a-dire trois,

‘puis le nombre de trios par table, qui est quatre, puis le nombre de

tables, qui est cing. Comment calculer le nombre total de livres, ce
n'est pas ici notre propos : ¢’est du niveau de 1’4cole primaire, non de la
maternelle 1,

Il faut faire jouer des jeux de ce type aux enfants les plus avancés
de I’école maternelle, pour les familiariser d’abord avec les ensembles

|. Dans les écoles anglaises ol la voie abstractive de Papprentissage
muthématique a £té mise an point, le Cours préparatoire, Ia classe de 11¢ fait
purtie de ’école maternelle. Les enfants n'entrent A ’école primaire qu’aprés
wvolr appris & lire. Il s’ensuit que des exercices décrits comme appartenant
h |'¢cole maternelle seront faits ‘au Cours préparatoire.
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Nous avons 5 « tablées » (ou ensembles) de chaque fois 4 enfants et chaque
enfant a un ensemble de 3 livres.

Nous pouvons établir une correspondance terme a terme entre les tables,
les «tablées ¢ (ensembles d’enfants) et entre les enfants et les ensembles
de livres, sais non entre les tables et les enfants individuellement ou entre
les tables et les livres ou entre les enfants et les livres pris individuellement.
A une étape ultérieurs ces expériences conduiront 4 la multiplication des
nombres. -

d’ensembles, puis avec les ensembles d’ensembles d’ensembles. 11
existe de nombreux exemples dans la vie de tous les jours oi1 I'on voit
de petits récipients aller dans des récipients plus grands, eux-mémes
contenus dans des récipients encore plus grands. I faut & toute occa-

sion examiner la possibilité de les mettre en correspondance biuni- 3

voque, et faire découvrir les relations entre les propriétés numériques
de chaque ¢nsemble et ensemble densembles.

1.i6. Emploi des artributs mathémariques appligués aux ensembles

d’ensembles

Considérons deux sortes d’objets guelconques, que ce soient des
jetons verts et des jetons rouges, des gargons et des filles, des tasses et
des soucoupes, des couteaux et des fourchettes, et ainsi de suite, Dégi- 1
dons de prendre les garcons et les filles. Nous avons donc 'univers

des enfants, I'ensemble des gargons et son complément Iensemble des

filles ou, si vous préférez, I'ensemble des filles et son complément I’en-
semble des garcons. Puis décidons que notre univers va se composer de
n'importe quels ensembles formés de gargons et de filles, ou seulement

de gargons ou seulement de filles. En d’autres termes, ce sont deg
ensembles d’enfants qui sont les éléments de notre nouvel univers, et
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tout ensemble d’enfants qu’il sera possible de construire dans la classe
sera un élément de cet univers,

Et maintenant, pour constituer un ensemble & partir de tels éléments,
il faut énoncer un attribut. Quel genre d’attributs de tels ensembles
peuvent-ils avoir? Admettons que la somme de leurs éléments soit
toujours égale a cinqg ~ que le nombre total des enfants composant
P’ensemble soit dans chaque cas de cing. De cette manitre, on peut
constituer un ensemble de cing enfants de plusieurs maniéres possibles
a partir de gargons et de filles. On peut avoir un ensembie de cing filles,
ou un ensemble de quatre filles ¢t un gargon, ou un ensemble de trois
filles et deux gargons, et ainsi de suite. Tous ces ensembles auront le
méme atrribut, celui d’avoir cing &léments.

Prenons un autre exemple. On peut décider de penser 4 des ensem-
bles d’enfants dans lesquels il y aura toujours un gargon de plus que

Fig. 18 ENSEMBLES D’ENSEMBLES
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de filles, Dans ce cas, un ensemble composé uniquement d*un gargon
répondrait 4 notre exigence, puisquun est plus que zéro, et qu'il
suffirait qu’il n'y ait pas de fille. De méme, on pourrait avoir deux
garcons et une fille, trois gargons er deux filles, quatre gargons et trois
filles, etc. Tant qu’il ¥ a assez d’enfants dans la classe, on peut faire
beaucoup plus d’ensembles en appliquant cette demidre régle qu’en
appliquant la précédente, puisqu’on peut faire autant d’ensembles
qu’il y a d’enfants.

Et maintenant, on peut poser la question de savoir s’il y a des
ensembles d’enfants qui possédent ces deux attributs 3 la fois. On
peut faire un ensemble d’enfants dans lequel, 4 la fois, il ¥ ait cing
enfants et un gargon de plus que de filles. Les enfants ne sont pas longs
4 découvrir qu'il suffit d’avoir trois gargons et deux filles. Cela fait
un gargon de plus et cela donne un total de cing enfants.

Pour faire 'exercice de découverte de 'intersection de ces deux en-
sembles, on peut tracer 4 la craie, dans la cour, un grand diagramme de
Venn. On dispose des ensembles de cing enfants, formés de diverses
maniéres, dans le premier cercle, et des enfants comprenant un garcon
de plus que de filles dans le second cercle, Dans I’intersection des deux
cercles ne peuvent prendre place que les ensembles possédant les denx
attributs 2 la fois, c’est-a-dire se composant de trois gargons et de deux
filles. Bien entendu, on pourrait également former des ensembles ne
possédant ni 'une ni 'autre de ces deux propriétés, n’ayant ni cing

enfants nd un gargon de plus que de filles, et voir ot1 ils devraient se 4
placer. Les quatre maniéres de grouper les enfants en fonction des

deux areributs choisis se trouveraient ainsi concrétisées.

On voit qu’on est en présence de la réplique exacte des diagrammes §
de Venn que les enfants ont formés précédemment avec des attributs 1
immédiatement perceptibles (couleur, forme, etc.). Cette fois, les §
attributs sont, en un sens, « abstraits », puisqu’on ne voir pas cing, qui 4

n’est qu'une propriéré numétrique des choses qu’on voit,

1.17. Jeux d’addition

A chaque réunion d’ensembles distincts correspond 1’addition de
leurs propriétés numériques. On peut donc faire des jeux d’addition 4§
paralleles aux jeux de réunion d’ensembles, en prenant les nombres. §
correspondants. Mais il faut bien expliquer aux enfants la différence §

de terminologie.

Quand on addirionne deux nombres, on calcule Ia propriété numé- §
rique de la réunion de deux ensembles dont on connait les propriétés
numériques. Par exemple, dans un ensemble il v a deux gargons et §
dans I'autre trois : « deux » et « trois » sont les propriétés numériques §
de ces ensembles, Puis on effectue la réunion de ces ensembles, en 4
réunissant les deux gargons aux trois gargons, et on calcule la propriété |

i

numérique en additionnant « deux » et « trois », On n'additionne pas
¢ deux gargons » et ¢ trois garcons », on additionne ¢« deux » et « trois »,
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On réunit un ensemble de gargons 3 un autre ensemble de gargons, et
on additionne le nombre de garcons de I'un des ensembles au nombre
de garcons de I’autre ensemble.

1l faur pratiquer de nombreux exemples de ces jeux d’addition, anx
deux niveaux — celui des réunions d’ensembles et celui de Paddition des
propriétés numériques des ensembles. A force de pratique, les enfents
comprendront réellement de quoi il s’agit et 1z voie sera libre pour
Pacquisition ultérieure des « faits numériques » concernant Iaddition,
pi.u's, plus tard, pour aborder des exemples analogues mais plus com-
plexes.

Fig. 19 L’ADDITION CORRESPOND AU NIVEAU DU NOMBRE
A LA REUNION IPENSEMBLES DISJOINTS

AVAY) |

b b

La réunion de I'ensemble des petits triangles rouges et de Pensemble des
petits carrés bleus nous donne :

JAWAN

deux plug deux est égal quatre
b F 2 - 4

v L’attribut nombre » de Pensemble des petits triangles rouges est s deux »
(ou 2 #) er «Lattribut nombre » de ensemble des petits carrés bleus est
sdeux s (on « 2»). Si nous additionnons s Pattribut nombre » 2 3 I'autre
vattribut nembre » 2 nous auroms «l'attribut nombre » de lensemble-
réunion, c’est-a~dire « 4 »,

o
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1,18, Feux de soustraction

Toutes les fois que 'on trouve un ensemble-différence entre un
ensemble et I'un de ses sous-ensembles, cela correspond A ’opération
arithmétique de soustraction. Si, par exemple, on a un ensemble
d’enfants de la classe, et que le nombre de ses éléments est de trente,
et qu'on 2 un sous-ensemble de gargons contenant quatorze éléments,
I'ensemble-différence entre 'ensemble des enfants et le sous-ensemble
des gargons, c’est-3-dire Pensemble différence des filles, va avoir une
propriété numérique quon pourra calculer 4 partir des propriétés
numériques, connues, de ensemble des enfants et du sous-ensemble
des gargons. Ce calcul, c’est une soustraction, Toute formation d’un
ensemble-différence correspond a une soustraction.

On trouve les ensembles-différences entre ensembles et sous-
ensembles en enlevant un sous-ensemble, mais on soustrait le nombre
d’éléments du sous-ensemble du nombre d’éléments de 'ensemble pour
trouver la différence entre ces mnombres. La encore, il faut soigneuse-
ment expliquer aux enfants gu’il ¥ a deux niveaux, le niveau des en-
sembles et le niveau des nombres. Il faut hien faire la distinction et
bien expliquer la terminologie.

Fig. 20 LA SOQUSTRACTION CORRESPOND A L’ENSEMBLE-
DIFFERENCE

AN /AN &

L’ensemble-différence entre I'ensemble qui comprend le grand rectangle §
jaune, le grand triangle bleu et le petit carré rouge et le sous-ensemble 3§
constitué par le grand triangle bleu et le petit carré rouge zst I*ensemble 4

constitué par le grand rectangle jaune.

L IAOADL,

Si nous prenons la propriété nombre du sous-ensemble (2) de la propriété

nombre d'un ensemble (3) nous trouvons la propriété nombre de I'ensemble-
différence : 1.
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L.19. Feux « érat-opérateur » avec Paddition

Tout élément d’addition peut étre considéré comme un opérateur,
qui ¢+ opére » sur un nombre et produit un autre nombre, C'est un peu
comme une machine, qui optre sur ce qu’on y a introduit ¢ & U'entrée »
et gui donne autre chose « 3 la sortie », Par exemple, on peut imaginer
une ¢« machine & ajouter deux », et chaque fois qu’on y introduit quel-
que chose, elle produit, 3 la sortie, quelgue chose gui est ¢ deux de
plus » qu*a Pentrée.

On peut organiser beaucoup de jeux de ce genre 4 la maternelle,
Pour commencet, les ¢ machines » ne seront pas représentées symboli-
quement sur du papier ou au tableau, mais incarnées par des enfants.
On prendra trois enfants, Pun chargé de P¢ entrée», lautre de la
« sortie », et un troisitme enfant, entre les deux, jouant Ie réle de la
machine 4 additionner deux. On peut méme imaginer que cet « opé-
rateur » soit associé 4 un « fournisseur » chargé de le réapprovisionmer.
L’enfant ¢ entrée » décide, par exemple, de mettre cing jetons, et on
les compte un 3 un. L’opérateur de la machine les prend et y ajoute
deux jetons venant du fournisseur, puis passe le tout 4 'enfant «sortie»,
qui compte et trouve qu’il ¥ a sept jetons.

Fig. 21 JEU ETAT — OPERATEUR — ETAT AVEC ADDITION

machine &

entrée additionner sortla

deux

Chaque jeton ou objet est placé séparément et compté,
On fait de méme 4 la sortie et toute 'opération est notée par le groupe
d'dleves : 3 +2-=5.
De la méme manidre on réalise des jeux état — opérateur — é&tat avec la
soustraction.
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On répétera souvent ce jeu, avec plusieurs sortes de « machines »,
et en intervertissant les enfants chargés des différents rdles, afin qu’ils
puissent tous veir les divers aspects de Popération ; réunion d’ensem-
bles, addition des propriérés numeériques, rdle de la machine en tant
qu'opérateur, changeant chaque fois 1« état-entrée » en ¢ état-sortie ».
On pourra, dans ces jeux, baptiser ces machines ¢« Machines 4 Addi-
tionner »,

1.20. Feux « état-opérareur » avec la SOUSITaciion

Toutes les fois que l'on trouve un ensemble-différence, a cette
opération correspond la recherche de la différence entre deux nombres.
Au sous-ensemble gu’on enléve correspond le nembre qu’on soustrait.
L4 encore, on peut imaginer une ¢ machine », avec une ¢ entrée »,
une ¢ sortie », et un ¢« mécanisme ¢, LA encore, on met un enfant &
I’entrée, un enfant au mécanisme ¢t un enfant A la sortie, et un qua-
tritme enfant commne fournisseur.

Supposons qu'on décide de faire une ¢ machine 3 6ter trois». On
met cing jetons 4 Uentrée, mais cette fois I’opérateur prend trois jetons
¢t les passe au fournisseur, puis donne le reste 3 Tenfant-sortic. On
voit gue, dans ce cas, la tiche de Topérateur est d’enlever de ce gui a
été introduit le nombre voulu d’objets.

Mais il peut se poser un petit probléme, si la quantité introduite
i Pentrée est trop faible. Supposons, toujours avec notre ¢ machine
A bter trois », qu'on wait mis que deux jetons a PPentirée, Une telle
entrée est impossible avec cette machine, ¢t sera refusée, c'est-3-dire
que 'opérateur-machine va rendre les jetons 3 l'opérateur-entrée,
n’étant pas en mesure de fournir 4 la sortie. Cependant, il faut que les
enfants sachent qu’il y a un cas ol la machine peut fonctionner : c’est
celui o1 la quantité introduite 3 I'entrée est suffisante mais o1 il ne sort
rien de Pantre coté. Dans notre exemple, si on met trois A I'entrée, Ia
machine accepte de fonctionner, I’opérateur-mécanisme enléve les
trois jetons et passe 4 L'enfant-sortie un récipient dans lequel il n’y a
aucun jeton, ou, encore, fait le geste de passer «rien », puisque la
production de Ia machine est égale & « aucun objet ».

Ici aussi, il faut jouer de nombreux jeux, en ¥ introduisant toutes les
conditions particuliéres possibles, afin que les enfants y acquidrent une
grande pratique.

A mesure que les enfants s’habituent aux « machines 4 ajouter et a
Ster », il va falloir mettre au point un systéme de notation pout con-
gerver trace des opérations, d’abord avec des jetons, puis 4 la craie au
tableau ou sur le sol de la classe ou de la cour, et ainsi de suite. On
développera la symbolisation, d’abord en représentant la machine par
un dessin, avec des croquis représentant les jetons ou autres objets
introduits, puis avec les noms des nombres, et enfin avec les chiffres —
mais il ne faut attendre des enfants aucune forme de symbolisation
tant qu'ils ne sont pas absolument « rodés » avec la machine-jeu.

108

1.21. Chercher ce qu’on a mis dedans

La premitre chose i faire avec une « machine » comme celle que nous
venons de décrire, ¢’est de jouer avec elle. Il est clair que toute machine
de ce genre, qu’elle soit & additionner ou 4 soustraire, comporte un coré
entrée, un mécanisme opérateur et un cfité sortie, et si on sait ce qu'on
met dedans et ce que la machine fait, on peut demander : « Qu’est-ce
qu’on regoit & 1a sortie? » Clest 4 cela qu’on a joué jusqu’a présent, mais
on peut faire autre chose.

Si on nous dit ce quon trouve 3 la sortie, et ce que la machine fair,
nous pouvons demander : « Qu’a-t-on mis dedans & Pentrée? »

Ou encore, si on connait ce gui a &té mis 3 Pentrée et ce qui se retrou-
ve A la sortie, on peut demander : « Que fait la machine? »

Ces deux questions sont plus difficiles pour les enfants que la pre-
mitre, et il ne faut pas les poser trop Ot Cependant, les enfants
finissent par les trouver faciles, et cela les aide & comprendre certains
problémes ultérieurs.

Ainsi, quelle que soit la « machine », on peut poser trois types de
questions, aussi bien pour 'addition que pour la soustraction, On peut
méme atriver 4 les symboliser, mais attention de ne pas le faire trop
tbt, avant que les enfants aient compris ce que représentent ces pro-
blémes et comment la machine fonctionne.

1.22. Machines doubles

Les machines décrites jusqu’a présent peuvent étre mises « bout
3 bout » Autrement dit, le produit de la premiére machine peut étre
introduit dans une seconde machine, gqui, & son tour, sortira un produit
qui sera le produit de la machine double. On peut, de cette maniére,
combiner deux machines a addirionner, ou deux machines & sous-
traire, ou une machine 2 additionner et une machine soustraire. Sup-
posons que L'on constitue une machine double, ¢n juxtaposant une
o machine & ajouter quatre » avec une « machine 2 retirer deux » L’en-
fant chargé de Pentrée décide du nombre de jetons i introduire, par
exemple troig, qu’il place dans un couvercle ou tout autre récipient
analogue, passant ensuite Je tout 4 Popérateur de la premiére machine
Celui-ci ¢ ajoute, quatre » fournis par le fournisseur et pose le premier
résultat dans un plateau intermédiaire, pour que tous les joueurs
puissent le voir. Puis le plateau intermédiaire est ramassé par 'opé-
rateur de la seconde machine, qui retire deux jetons et les remet au
fournisseur, puis pose ce qui reste dans un autre plateau, qu’il donne
4 Uenfant chargé de la sortie. Ce dernier le montre & tous les joueurs.
Pendant toute la partie, un « enregistreur » est chargé de noter.ce qui
e passe sur une ardoise.

La encore, il peut y avoir des incidents qui « font tomber la machine
¢n panne », par exemple s'il n’y a pas assez de jetons pour faire fonc-
tionner 'une des parties de la machine. I1 faut prévoir des exemples de
ce genre.
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Fig. 22 MACHINES DOUBLES. II. FAUT UN ENFANT POUR
CHAQUE SECTION
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1.23. Variantes de ces mackines

Nous avons également imaginé des jeux dans lesquels la machine
était simplement une « machine 3 ajouter » ou une ¢ machine a retirer »
et non plus une « machine A ajouter quatre » ou une « machine a retirer
trois », laissant au hasard de décider du nombre qu'il fallait ajouter ou
retrancher. Clest 13 une variante que l'on peut introduire avec toutes
les ¢ machines » décrites jusquwd présent, car elle a Pavantage de
présenter des problémes de difficultés variables dans le remps. De
méme, on peut laisser au hasard le soin de décider si la machine sera 4
additionner ou A soustraire.

On joue ce genre de jeux avec un pagquet de cartes, posées A l'envers,
et sur chacune desquelles est porté un nombre, sous forme d’un mot
ou d’un chiffre, et un autre paquet sur les cartes duquel sont inscrits les
mots ¢ ajouter » ou « retirer ». On bat les cartes et les enfants tirent.

Supposons maintenant que ’on joue une partie sur «machine doubles
avec ce systéme, L’enfant chargé de I'introduction des données tire une
carte ~ ¢ trois » par exemple. Le premicr opérateur de machine tire &
son tour une carte du ias « quelle machine » et du tas « nombres »,

Supposons qu’il ait tiré « ajouter » et « trois » il fait donc marcher 4

une machine & ajouter trois. I opérateur prend la donnée (3), ¥ ajoute

trois, et pose le produit sur le plateau intermédiaire. L'opérateur de la ]
seconde machine tire 4 son tour deux cartes : supposons que ce soit |
« retirer v et ¢ quatre » 11 prend le plateau intérmédiaire, avec ses gix
jetons, en retire quatre et passe le plateau  I'enfant chargé de la sorte. |

On peut, de la sorte, avec un nombre relativement peu élevé de cartes,
mettre en pratique beaucoup d'exemples. On y ajoutera la symboli-

gation et la notation selon le degré de développement atteint par les. '

enfants.

1.24. Machines équivalentes

Lorsqu'on a mis bout 4 bout deux machines, on peut se demander
« 9’il serait possible de remplacer ces deux machines par une seule 4
machine faisant le¢ méme travail? ». Par exemple, si, au bout d’une -3

« machine 2 ajouter deux » on mettait une « machine & ajouter troig »
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pourrait-on les remplacer par une seule machine produisant le méme
résulta}: global? Pour nous, il est évident que c’est possible et qu’it
J_E‘audran une ¢ machine 3 ajouter cing s, car, quel que soit le nombre
introduit, on y ajoute toujours deux, puis trois, et c’est Pensemble de
ces deux opérations qui détermine la somme, 5i on remplacait, donc,
les deux machines par une seule, ajoutant cing, on obtiendrait toujours
le méme résultat pour une méme donnée introduite. La « machine 4
ajouter cing » équivaudrait 4 une ¢ machine 4 ajouter deux » suivie
d’une « machine 2 ajouter trois ».

Une fois les enfants rompus & l'utilisation de ces « machines »,
il faut les encourager & rechercher des machines équivalentes, car cette
recherche ne les aidera pas seulement 4 apprendre et 4 se rappeler les
tables : elle leur facilitera la compréhension ultérieure des lois d’asso-
cigtivité et de commutativité de ’addition. On pourra d’ailleurs leur
fslure chercher, aussi, quelle est la machine équivalant 4 une machine 3
ajouter suivie d'une machine a retirer, ou  une machine 4 retirer suivie
d’gqe machine & ajouter. Par exemple, une machine 4 ajouter deux
suivie d’une machine A retirer trois va toujours étre équivalente 4 une
machine 4 retirer un, Mais, attention ! C’est assez difficile pour des
enfants de cet 4ge, et il ne faur pas vouloir aller trop vite, Il leur sera
tzeaucoup plus facile de trouver I’équivalence de deux machines 3 addi-
tionner consécutives, que de découvrir cetle d’une machine 3 addi-
tionner suivie d’une machine 3 soustraire, ou vice-versa.

Fig. 23 MACHINES EQUIVALENTES : UNE MACHINE FAIT LE
TRAVAIL DE DEUX MACHINES
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Parvenus & ce. point, certains enfants voudront peut-étre aller au
deli de neuf. Il tl'aut les laisser faire, et méme les y encourager, du
moment que le concept de valeur de position ne vient pas s’y surajou-
ter. Ce que nous voulons dire par 13, ¢’est que la notation numérale
* 15 », par exemple, ne devra pas étre considérée autrement que comme
une notation abrégée du mot « quinze », et qu’il ne faudra pas surchar-
yer la cervelle des enfants en essayant de leur faire voir « quinze »
comme étant « une fois dix et cing unités ». Cette découverte viendra
ainsi que d*autres, plus tard, quand on étudiera les puissances. ’
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1.25. Machines & ensembles d’ensembles, disposition géométrique

Nous avons déja vu quelques jeux dans lesquels on établit une cor-
respondance terme A terme entre des ensembles d’objets et des ensem-
bles d’ensembles d’objets. On peur les jouer avec la plancherte 3
trous'. Suppesons qulon invente une « machine 3 six pour un» et
qu’on y introduise un nombre de cing unitds.

On disposera, & un bour de la planchette, une colonne de cing fiches,
de préférence un peu espacées, mais d*une maniére régulitre. BEn face
de chacune de ces cing fiches, mais en laissant également un espace, on
plantera une rangée de six fiches. On a donc, d’abord, la colonne, verti-
cale, de cing fiches représentant la donnée introduite dans la machine,
puis cing rangées, horizontales, de six fiches chacune, c’est-3-dire, en
définitive, un ensemble de cing ensembles de six fiches chacun, repré-
sentant le « produit » de la machine.

Car on peut, en effet, considérer ce dispositif, au niveau des nom-
bres, comme une machine dens laquelle on introduit les fiches de la
premiére colonne, et qui va « moudre » cette denrée de base et « sortit »
le nombre 10tal de fiches de toutes les rangées construites. Dans cet
exemple particulier, on a introduit le nombre « cing » dans une « ma- .
chine & six pour un », ¢t on retrouve i la sortie le nombre ¢« trente ».

Fig. 24 MACHINES D'ENSEMBLES I’ENSEMEBLES. EXERCICE ‘_':f

COMPRENANT UN «PATRON »
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Ce jeu se joue sur Ia planche a trous.

Dvailleurs, cing et six sont peut-2tre un peu grands pour commencery]
La maitresse trouvera sans doute qu’il vaut mieux commencer aved
deux, trois ou quatre, le nombre total de fiches de la planchette éts
alors plus facile & compter. En tout cas, ces machines 3 « deux pour un
«trois pour un» on «quatre pour un s intéressent énormément le 2
enfants, car les nombres y croissent beaucoup plus rapidement que,
dans les machines 4 additionner. A

1. Laboratoire de mathématique O. C. D. L.
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1.26. Machines & ensembles d’ensembles, mais sans disposition géométrigue
{machines « & gonfler » )

Il ’agit du méme genre de jen, 4 la différence qu'il ne se joue pas sur
la planchette 4 trous et que, par conséquent, il ne se présente pas sous
un aspect géométrique. On revient aux machines du premier type, avec
un enfant 3 V'introduction des données, exécutant le méme travail. La
machine est étiquetée « deux pour un », ¢ trois pour un », et ainsi de
suite.

Fig. 25 MACHINES D’ENSEMELES D’ENSEMBLES, SANS
« PATRON »

machine
trals pour yn
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Supposons qu'il s’agisse @'une machine & ¢ deux pour un # ¢t que
I'enfant chargé de Pintroduction ¥ mette quatre unités quelcongues,
Il est indispensable, tout au moins au début, de traiter séparément
chaque jeton introduit, car & ce point du développement Popérateur n’a
pas besoin encore de savoir combien font « deux fois quatre ». Nous
avons utilisé, avec succes, des billes 1, en insistant pour que chague bille
Boit introduite séparément, et de telle manjére que tout le monde la
voie bien, et Ientende bien, entrer (nous la faisions tomber dans un
plat en métal}. L'opérateur de la machine prend la bille et met aussitédt

I. A Paris, nous utilisons les élémg:pts des réglettes emboitables O. C. D. L.
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deux jetons dans le plateau de sortie, en s’arrangeant, la encore, pour
que tout le monde voie et entende bien ce qui se passe. On traite de
méme la seconde bille, et ainsi de suite, de sorte qu’a Pentrée on entend
¢un 3, ¢ deux », ¢ trois », « quatre » et 3 la sortie ¢« un, deux », ¢ trois,
quatre #, ¢ cing, six », ¢ sept, huit », encore que cette maniére de comp-
ter ne soit pas obligatoire. Ainsi, les enfants voient qu’avec une machine
4 v deux pour un », & toute entrée de quatre correspond une sortie de
huit. Avec ces machines, on peut laisser dans la machine les données
introduites, et faire sortir des jetons d’un autre modéle, empruntés &
un ¢ fournisseut », afin que les enfants ne confondent pas cette opéra-
tion avec une addition.

Quelquefois, pour nous mettre a la portée des enfants, nous avons
parlé ici de « machines A gonfler », car, en effer, on « gonfle » ce qui est
fourni 4 Pentrée et pour chaque unité introduite on ¢n obtient deux,
trois, quatre, etc., 4 la sortie. Il est clair qu’on. est en train & ouvrir la
voie 4 la multiplication, mais cependant on ne multiplie pas encore
effectivement pour 'instant,

1.27. Machines a rétrécir

Voili I'inverse des machines 4 gonfler. Au lieu de machines 4 ¢ deux
pour un», «trois pour un», etc., on a maintenant des machines 4
« un pour deux », ¢ un pour treis », ete. Par exemple, avec une machine
4 « un pour deux » ou « machine 3 couper en deux », il est convenu que
pour deux jetons qui entrent dedans, il n’en sort qu’un. Nous avons
appelé ces machines ¢« machines & rétrécir » par oppesition aux « ma-
chines 4 gonfler ».

En jouant avec ces machines, les enfants peuvent tomber sur une
difficulté analogue & celle qui s’était présentée pour la soustraction :
la machine ne fonctionne pas toujours. Il n’y a pas toujours un nombre
entier de ¢ deux », de ¢ trois » ou de « quatre » dans le nombre introduit.
Il est donc préférable, dans les débues, de veiller & ce que cela ne ge
produise pas, afin que la machine & rétrécir fonctionne aussi simple-
ment que la machine 3 gonfler. 8i, par exemple, on joue avec une
machine 4 « un pour deux », il faut amener les enfants 4 n’y introduire
que des nombres pairs de jetons ou de billes. Ils les introduiront deux
par deux, et la sortie se fera un par un. Tout l¢ monde entendra, cbré

entrée, « un, deux», ¢ trois, quatre », « cing, siX », ¢ sept, huit» et ;

coté sortie, « un », « deux », « trois », « quatre », On continuera avec des

nombres pairs jusqu’a ce que les enfants aient bien compris ce qui se 4

passe, puis on décidera d’introduire, par exemple, « cing ». On enten-
dra : ¢ un, deux », ¢ trois, quatte » er: ¢ un », ¢« deux » 4 la sortie, puis,
du cbté entrée « une bille », que la machine rejettera parce que ce n'est
pas un groupe de deux, et que la machine ne « traite » que ¢ par deux »
Parvenus 4 ce point, la route conduisant aux restes est toute tracée,

114

1.28. Machines fractionnaires

T1 est trés probable que certains enfants voudront généraliser jusga’h
des machines de ce genre, en demandant : « Pourquoi on ne feralt pay
une machine oir on mettrait trols, et qu’il n’en sortirait que deux?»
et ainsi de suite. Laissez les faire : les idées qu’ils en tireront seront
intéressantes & exploiter par la suite {voir le manuel Fractions).

1.29. Machines inverses

Il est évident que quelqu’un demandera qu’est-ce qu'il faudrait
comme machine pour revenir au nombre introduit au début. Par
exemple, si on a une introducton de deux et une sortie de cing, c’est
qu’on a employé une machine i ajouter trods. Si, maintenant, on prend
ce nombre de cing comme donnée d’entrée, quelle machine faut-il
prendre pour retrouver, 4 la sortie, deux, qui était la donnée d’origine ?
Il ne faut pas longtemps aux enfants pour voir qu’il s’agit d’une machine
& goustraire, & « retirer trois ».

Il ne faut pas beaucoup d’exemples de ce genre pour conduire les
enfants 4 la généralisation selon laquelle, quand on inverse Pentrée et
la sortie, on crée une « machine inverse », la machine & soustraire étant
l'inverse de la machine & additionmner, et la « machine 4 rétrécir » 'in-
verse de la ¢« machine & gonfler » et inversement. Il ne faut négliger
sucune de ces relations, traiter chacune séparément, et les pratiquer
asscz longtemps, pour que la ger}erahsatlun se fasse méme chez les
enfants les plus lents.

| Fig. 26 MACHINES «INVERéEs » ~ MACHINES QUI NE FONT
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Blen entendu, on arrive, en avangant, 3 des machines combinées
moors plus compliquées que celles qui ont été déerites jusqu’ici. Au
}iou d'wvolr des machines doubles intéressant seulement Paddition et la
soustrnction, on aura combiné des machines 4 gonfler et des machines
& rétrécie, ou encore des machines 3 additionner avec des machines &
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gonfler ou A rétrécir. On aura pu aller jusqu’a cing machines et les
enfants, si on les v encourage, sont capables d’imaginer des machines
assez compliquées en vérité®,

Dés lors, on peut se poser le probléme.de trouver les machines in-
verses de ces machines combinées. Avec un pen de pratique, les enfants
découvriront que pour les réaliser, il n’y a qu*a remonter 3 'envers et
inverser chaque machine 4 son tour, Bt cela leur sera d’autant plus
facile qu’ils savent maintenant que I'inverse d*une machine 4 addition-
net est une machine A soustraire, et Pinverse d’une machine 4 gonfler
une machine 2 rétrécir,

Prenons, par exemple, la machine & gonfler qu'est une machine a
¢ trois pour un » — chaque fois qu’on y introduit un, il en ressort trois,
et si on vy introduit deux, il en ressort six, Supposons qu’en veuille
maintenant trouver la machine qui, si on ¥ met six, rend deux. 1l est
clair qu’il ¢’agit d’une machine 3 rétrécir 4 « un pour trois»: sion y
met « trois » puis ¢ trois », ce qui fait « sixX », il en sort « un » puis « un »,
ce qui fait 4 deux ». On découvre ainsi que l'inverse de la machine &
« trois pour un « est la machine & + un pour treis », Par un chemine-
ment assez semblable, les enfants découvriront que l'inverse d’une
machine 4 « un pour trois » est un¢ machine & « trois pour un », mais
il ne faut pas s"imaginer qu’il leur suffira d’avoir joué au jeu précédent
pour faire cette nouvelle découverte : ils auront besoin de 'expérience
méme. Ils découvriront de méme que linverse d'une machine a
¢ deux pour trois » est une machine 2 « trois pour deux », et ainsi de
suite.

Bientét, les enfants découvriront que si on met bout & bout une paire
de machines de ce genre, elles restituent, & la sortie, exactement ce
qu'on y a mis & Pentrée. Par exemple, si on associe une machine &
o trojs pour un » 3 une machine & ¢ un pour trois », et qu'on y intro-
duise deux, il ¥ apparait d*abord « six » dans le plateau intermédiaire.
Ce premier produit de six est alors introduit dans la seconde partie de
la machine, qui réduit de trois & un. Comme on y introduit « trois »
et 4 trois v, il en ressort um » et ¢ un », ¢'est-a-dire ¢ deux », et on se
retrouve avec ¢e qu’on avait mis 4 Pentrée.

C’est 1a la propriété générale des inverses — si on met bout 4 bout
deux machines inverses, on obtient A la sortie exactement ce qu'on
avait mis A Pentrée, Ces machines combinées sont des « machines
neutres » ou, mieux encore, dans cette phase du développement des
concepts, des ¢ machines 3 ne rien faire »

1.30. Encare des jeux dtat-opérateur

En jouant tous ces jeux de machines, on joue des jeux ¢ état-opé-
rateur » ; on part d'un ézar d’entrée, la machine constitue I'opérateur,
et on obtient un dtat de sortie qui est le nouvel état.

1. On traite de ces machines plus complexes dans «Arithmétique et
Algebre du nombre naturel».
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On peut, avec la lumidre, jouer un jeu ¢ état-opérateur » trds | :
Les « états » de la classe sont « &teint » et « allumé » et les opénutuars
sont ¢ appuie sur le bouton» et «ne touche pas au boutom», Par
exemple, supposens que la pidce est « éteinte ». On applique l'opérateus
¢« appuie sur le bouton » et la pidce est « allumée ». On applique & nou=
veau ['opérateur « appuie sur le bouton » et la pikce est « éteinte s,
Si on applique PPopérateur « ne touche pas au bouton » (« ne fais tien »)
la pi¢ce demeure dans 1*état ol elle se trouvait. Dans ce jeu, il n’y 4 que
que deux opérateurs, « appuie » et « laisse », mais on peut construire
une chaine d’¢tats et d’opérateurs, puis I’allonger ou la raccourcir
comme il est expliqué dans le manuel (supposons, par exemple, qu’on
ait deux lampes et un interrupteur pour chacune). o

On peut aussi jouer 3 tourner sur place ; c’est asgez simple. Un
enfant se tient debout au milieu de la classe, et il peut faire face au
tableau noir, 4 la porte, 4 la fenérre et au fond de la classe, soit, en tout,
quatre positions A angle droit, c’est-d-dire quatré états. Quant aux
opérateurs, ils seront « & droite », ¢« 3 gauche », « demi-tour » et ¢ reste ».
On peut d*ailleurs y ajouter « un tour complet ». Supposons qu’il soit,
4 lorigine, face au tableau. Si on lui dit « 3 droite », il se rerrouve face
4 la porte. 8i on lui dit alors « demi-tour », il se retrouve face 4 la
fenétre et si on lui dit « 3 gauche », il est face au fond. Un nouveau
s demi-tour », et le voila de nouveau face au tableau. Si on lui dit
« reste » il sera encore face au tablean, et ainsi de suite.

Une fois que les enfants ont bien compris, on commence 4 jouer des
¢ jeux de raccourcissement ». Par exemple, s’il est face au tableau et
qu'on dise au sujet de tourner A droite, puis encore une fois 4 droite,
|l 52 retrouve face au fond. On peut raccourcir, ramasser ces deux mou-
- yements en un seul, équivalent, qui est celui de « demi-tour » {(¢’est-
_ d~dire « tourne-toi de 'autre cdté »), On peut de méme condenser toute
i gombinaison de mouvements et la ramener 3 un seul — ce qui est Pobjet
k. dos jeux de raccourcissement. On découvre ainsi que ¢ tourne 4 gau-
[ ghe v+ « demi-tour »=« tourne 4 droite » ou que « tourne & droite »+
) tourne 4 gauche »—«reste », et ainsi de suite. Pourquoi ces jeux?
Pl tard, étude des mathématiques comportera des structures de ce
i re- .

8 Il est indispensable de jouer 4 ces jeux de raccourcissement A partir
chacun des états différents, afin que les enfants découvrent, par
ple, que «tourne i droite »+«tourne & droite »==14 demi-tour »
que soit le point de départ, que ce soit face au tableau ou face 4 la
e, Deux rotations 4 angle droit successives équivalent A une rota-

b dans le sens opposé 4 celui auquel on fait face, Ces jeux provoquent
;' des réflexions sans nombre dans esprit des enfants,

On peut jouer un jeu semblable en insctivant une série de lettres sur
lewl-a,b,c4d,¢f g h, etc. On pent le faire en ligne, ou en cercle
#l on veut que les lertres reviennent sur elles-mémes, On définit un sens

mouvement « en avant » et un autre ¢« en arriére » Le joueur se tient
aur une lettre quelconque, et toujours tourné dans le méme sens, Il n'a
pas lo droit de faire demi-tour. I] a seulement le droit de faire des pas en

r
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avant ou des pas en arridre, chaque mouvement d’une lettre 4 la sui- Fig. 27 COMMUTATIVITE

vante ou & la précédente comptant pour un pas. Supposons qu'il parte l o —
de la lettre « A » et qu’on lui dise « deux pas en avant! » Il aboutit en ]-. b iy trconds wachine & ] aertie ]
¢« C » Sion lui dit ensuite ¢ un pas en arridre », il se retrouve en « B ». el austra

On peut alors poser la question : « Comment aurait-il pu aller de ¢ A », il
dont il était parti, en « B #, o1 il a abouti au bout de deux mouvements, 3 1 Jeu & deux machines joué par le premier groupe.
en un seul mouvement? » La réponse est, naturellement : « En faisant ;
un pas en avant », On voit que ce jeu posstde une structure analogue {
i ceux d'addition et de soustraction, ’addition correspondant 4 des pas 3 i [ antrie ]» machined [ pramiee weonte M machine orte l
en avant et la soustraction 3 des pas en arriére. : A et aortis wntrte d

On peut jouer un grand nombre de jeux semblables, inventés si
possible par les enfants, jusqu’a ce que les notions abstraites d’état et
d’opérateur sofent bien installées dans esprit des enfants. Mais si on
ne prend que des opérateurs arithmétiques, les enfants trouveront
beaucoup plus difficile, plus tard dans leur carridre scolaire, de com-
prendre les opérateurs non-arithmétiques qu’ils auront 'occasion de

rencontrer.

trala

Jeu 4 deux machines joué par le second groupe.

Dans chaque cas l’entrée sera la méme et la sortie sera comparée, On
emmayerz d'autres combinaisons similaires, y comprizs des machines 2
+ gonfler ¢ et 3 « dégonfler ».

d'une machine a gjouter trois. Les deux enfants chargés de Lintroduc-
tlon initiale conviennent d’introduire, chaque fois, le méme nombre de
|, Jetons ; tous les enfants.suivent le déroulement des opérations, et on
f oonstate que le résultat est le méme 4 la fin sur les deux machines.

' On peut étendre ce jeu 3 toutes les autres machines utilisées jus-
Qu'lci, pour permettre aux enfants de voir le résultat de toutes les com-
Binaisons possibles. Si ’on songe 4 toutes les combinaisons qui, pré-
glyément, sont possibles, et 4 Ia possibilité qu'il y a, chaque fois, de
puer d’abord avec des matériaux concrets, puis & chacune des étapes
la symbolisation, on voit qu’on ne manguera pas de ressources.
< N'oublions pas, 4 ce stade, que lorsqu’on associe une machine

MC 10N inverse, on obtient une « machine neutre » ou ¢ machine A ne
pan faire ». I se peut que certains enfants souhaitent associer une de
« machines 4 ne rien faire » & une autre machine, ou & une combi-
of d’autres machines, et découvrent que c’est sans effet, le résultat
Jal demeurant le méme que si on n’avait rien associé du tout. Cepen-
Aty ce qu’il faut surtour, 14 comme ailleurs, c’est se borner 3 les en-
ger & essayer eux-mémes, plutdt que de le leur dire, car ce qui
pte essentiellement, c’est que Penfant fasse ses découvertes lui-

1.31. Feux de commurativité

Revenons maintenant aux < machines » pour les quelques jeux qui
vont suivre,

On sait qu’en peut mettre bout 4 bout une machine & ajouter trois
et une machine 3 ajouter quatre, comrne précédemment. Les enfants
ot compris, dans l'intervalle, que ces deux machines équivalent 4 une
¢« machine A ajouter sept », mais cela ne veut pas nécessairement dire
qu'ils ont saisi que la commurativité s’appliquait. Ce qu’il faut que les
enfants comprennent, c’est que si on met une machine 4 ajouter trois
aprés une machine 4 ajouter quatre, on obtient le méme résultat qu’en '3
mettant une machine 3 ajouter quatre aprés une machine i ajouter trois.
Le résultat est le mé&me, quel que soit 'ordre des deux machines.

De méme, une machine 4 « soustraire trois » suivie d’une machine 3
A «soustraire quatre » donne le méme résultat qu’une machine i
4 soustraire gquatre » suivie d’urie machine ¥ ¢ soustraire trois» De 7
méme encore, une machine ¢ 3 ajouter trois + suivie d’une machine & 3}
e retrancher quatre » donnera le méme résultat qu'une machine & 3
« retrancher quatre » suivie d’une machine 4 « ajouter trois », 4

Bien entendu, il faut d’abord faire jouer ces jeux aux enfants sous j
forme concréte, en leur faisant tenir & chacun un réle, avant d’intro-
duire la forme symbelique, On prendra donc, comme d’habitude, )
un enfant chargé de ’entrée, un enfant opérateur, un enfant chargé
de 1a sortie intermédiaire, un autte enfant chargé de la seconde entrée,
un second opérateur et un enfant chargé de la seconde sortie. Il s’est J
révélé commode, 3 Vexpérience, de « montrer » cdte 4 cdte les deux
groupes de deux machines, le premier groupe comportant une ¢ ma= §
chine 2 ajouter trois » suivie d'une ¢ machine 4 retirer quatre » et la

second groupe Pinverse, c’est-i-dire une machine i retirer quatre suivie .3

y Commurativité de trois opérations

Poursuivons avec nos machines. On peut — les enfants 'ont sans
@oute déjd découvert — agsocier bout 4 bout plus de deux machines.
lli’pumns queé nous en ayons trois : « ajouter trois », « ajouter quatre »
# vajourer cing ». Répartissons les enfants en groupes et essayons
#'ssswmbler ces trois machines de toutes les manidres possibles, &
sumilition que le résultat soit tewjours une association de trois machines,
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Le premier groupe peut former une combinaison «ajouter trois v,
4 gjouter quatre », ¢ ajouter cing », le second groupe une combinaia:»on
¢ ajouter cing », ¢ ajouter quatre », « Ajouter trois », et ginsi de suite,
Les enfants ne manqueront pas d’étre frappés du nombre de manidres
dont on peut faire des séries de trois éléments. (Il v a en fait six
manidres différentes.)

Puis on décide, en commun, de la quantité qu'on va introduire, et
qui sera la méme pour toutes les machines. On joue, et chaque groupe
garde secret le résulrat jusqu’d ce que tout le monde ait fini. Puis on
compare les résultats, et leg enfants ont la surprise de voir que c'est
partout le méme. On recommence plusieurs fois, jusqu’a ce que les
enfants soient bien convaincus que c’est toujours le méme résultat sur
toutes les machines.

Ces constatations faites s’appliquent-elles 4 toutes les combinaisons
des quatre sortes de machines — addition, soustraction, gonflage et
rétrécissement ? Demeurent-elles valables si on met bout-a-bour plus
de trois machines ? Qu’en est-il quand on combine les divers types de
machines dans des ordres différents ? Les découvertes faites A partir de
ces jeux contribuent A faire comprendre la commutativité et con-
duiront 4 une étape uitérieure 3 la compréhension de la distriburivité.

1.33. Jeux d’associativité

Supposons quon ait une machine « 3 ajouter deux» suivie d’une
machine « 4 ajouter trois s, elle-méme suivie d’une machine « & ajouter
cing ». On peut demander aux enfants de raccourcir cette chaine de

Fig. 28 COMMUTATIVITE (suite} machines de deux manjdres :

Jeu & trois machines, joué par le premier groupe : (1) remplacer d’abord les deux premiéres machines par une ma-

hine & chine équivalente, puis remplacer par une seule machine la
machine machine & 4 . Tt iy
additionner Rremiéra soconds additionner  seconde séquence fonnee. p_ar cette machine c'ombm’ee et la troisiéme,
entrée trois sortie antrés quatre sortia Noter la caractéristique de cette machine unique.

L i — - )

(2} remplacer la seconde et la troisitme machine par une machine
unique équivalente, puis associer la premiére machine 3 cette
machine combinée et en tirer une machine unique,

machine & - . : :
trolaiéma additionner La premitre maniére de procéder va donner une machine « & ajouter
antrée cing sartia

E §9 suivie d'une machine «2 ajouter 5», et donner finalement une
muachine « 2 gjouter 10 ». La seconde manidre va donner une machine
1 b ajouter 2 » suivie d’une machine ¢ A ajouter 8 », domnc, 13 encore, une
machine « 4 ajouter 10». Le fait que Pon ait obtenu le méme résultat
8t ln conséquence de ’associativité des opérateurs, On verra que les

Jeu & trois machines joué par le second groupe :

hine & chines 4 additionner et les machines & soustraire peuvent &tre
machling . . -
additionner premidra  seconda  mesieed  econde bupées et regroupées de toutes les maniéres possibles : le résultat
entrée cing soria entrée trols sortie €8t toujours le méme, Il n'y a absence d’associativiré que si, en

e temps que les opérateurs, on considire aussi les états, Prenomns
wemple.

I - - ~|_ - )

machine & Box: 12, soustraire 5, étar 7, soustraire 2, état 5 se note : (12-5)-2
troisigme  agditionner K 3B #0 qui est différent de 12 - (5-2), car, ici, Popérateur c’est 3 (5-2)=3,
entréa quatre sortia

e sorte que I’érat résultant sera 9, et non S.

- — —-I I

F- L4 différence, c’est que 12-5 est une Soustraction, et non une com-
' on d’opérateurs de soustraction. Si on combinait des opérateurs
foustraction, tels que «soustraire 3 », puis «soustraire § 5, puis
goustraire 2 », quelle que soit la manidre de gtouper ces opérations,

OB suralt toujours affaire, en définitive, & une opération résultante de
tlountraire 10 0,

D’autres groupes appliqueront un ordre différent, mais chaque groupe 4
prenant toujours la méme valeur & entrée et notant le résultat 3 1a sortie. §
Ensuite on échangera ces machines 3 additionner contre des machiney

4 ¢ gonfler ¢ et 3 ¢ rétrécir o,

On peut maintenant étendre le jen aux + machines A gonfler » et aux §
«machines & rétrécir », combinées entre elles ou avec diverses autres
combinaisons. Dans tous les cas, on compare les résultats & la sortie
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