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4. GEOMETRIE VECTORIELLE . 6h/s

>

bl

Supposd acquis . Structure vectoriell. J: la drolte, du plan et de
1Vespice . Combinaisons linéaires .(chapitre 12)

Objeccifs . Interprétation vectorielle de droites, de plans et
de leur parallélisme . Barycentre d'un ensemble de points massifs .

LES VECTEURS AU SERVICE D.) LA GIHOMETRIE .

Nous avons étudié diverses notions liées aux vecteurs ¢ addition,
multiplication scalaire, produit scalaire, combinaisons linéaires .
Le calcul vectoriel gqu'telles permettent de développer se met tout
naturellement au service de la géométrie..

Les espaces vectoriels V que nous considérons ici sont la droite
E;, le plan Ei, ltespace Eg ou encore, aprés le choix d'un repeére
de base, complétant l'origine, R, :ma, Iﬂj .

LS DROITES PAR L'ORIGINE .

S0it V un des espaces vectoriels ci-dessus , Fixons un point a # o et
considérons la droite D = oa . Comment
décrire tous les puints de cette droite

a zn termes vectoriels ¢

3i p e D, le vecteur p est un multiple

de a, donc

D:O&:’f; v:—"fi’f)':rZ, I‘GIR} (1)

o S1 V est de dimension 1 on a aussi
¥ V =D

-
2/,1;/””/Er”/’/’ﬂ 51 V est IR™ nous savons en outre qu'il

existe une droite dYéquation

o Xy + dX, = 0 ou ax + By = O passant par a . Comment la trouver ?
En reportant les coordonnées (31, az) dans l'équation et en recherchant
des &, , &, qui vérifilent K.a, + 0a, =0 ,

1 2 191 272
Cette ¢équation admet une infinité de solutions . Il suffit d'en

choisir ine, par exemple B, = a,, &, = -3, ce gui donne
\ Xy Xy
asX, 1%, = 0 ou encore -3; =-§Z qul semble plus naturel

mals qui st plus dangereux, dans le cas ol a; =0 ou a, =0,

DROITES &, SLCONGU S

Pixons deux points a # b dans V ,
o £f D Comment décrire la droite D = ab 2

.,,,,,,,,/1:”’ On se raméne & la paralléle D' &4 D par o .




b0 D Celle-ci passe par le vecteur b - a ,
_ﬂ,jl.,,,»—*““”f’”— 51 p est sur D'y p + a est sur D
D et 81 q est zur D, q - a e D!

_’“,,.1;~"’“'1;"#' Donc {D = a + DY = {a+p|pe D'}

(2)D=ab={§{'ev|§=§+r(5—5) o&re]R}

botn £ Considérons le cas particulier ol V = ZRZ .
,__;£;¢,~,—,,..,~"’— La derniere équation devient
X, = a, + I‘(b -a )
- i i 1 1
ta (D)‘ ~
équations paramétriques de la droite ab
(coordonnées d'un point variable de la droite, en fonction d'un

paramétre variable r) .
En &liminant r entre ces deux équations paramétriques, on obtient

= ou | x, =
a

2 (
ol - = Xy =—a,) +a
1)1 ad d] bZ bl -~ N Pt bl - 1 1 l?.

1
équation cartésienne ou statique de la droite .

En (4), il convient d'8tre trés prudent (et de retourner a (3))
dés que l'un des dénominateurs est nul .

A titre d'exemple, la droite par a = (1, ~3) et b = (1, 4) ne se
laisse pas traiter par (4) car b, - a, = 0 mais (3) livre

(&)

Xy = 1, X5 = <3 + Ur
et 1lt'équation cartésienne qui en résulte est Xy = 1
Considérons le cas particulier ot V = iE5 . Alors (2) devient
. -
(3) Xy = a, + z‘(b? 82)

Xz = az + r(bj - as)

fl

On devine déja comment poursuivre dans Bt 1

Ensuite
Dy =ay © by -a, T by - ay

qul contitue les deux équationg statiqueg de la droite , Il convient
dtinterpréter (3)" par (3)' lorsque l'un des dénominateurs est nuls. .
A titre d'exemple, la droite par (1, -2, 5) et (1, 2, 3) posséde

les équations statiques

X, = 1 du fait que b1 -8y =0
X2+2~x:,)-5
I - -~

Observons que chacune des équations (3)" est 1'équation d'un plan
passant par la droite et que celle-ci peut &tre vue comme 1!
intersection de ces deux plans .
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d SONT PARALLELES ?
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1cs veckteurs b - a et d - ¢ soient multiples

17un de 1lilazutre
Done

ab / cd € b ~a
2

*

Frod
I

r(d = ¢c) oireR

Dans TR“ ceci se traduit (aprés
élimination de r) par

5 _ b
dy = ¢~ 4
2t dans R3 f)ar
o bp m 8y by - ay
(attention aux dénominateurs nuls)
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b
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FURRCICES o 1. B g corroatanent les équations paramétrigues et
statiques des droites par & el b dans les cas suivants

VT a = (4, 5) b= (=, O

2Y B a = (0, 6, ~2) b= (5,5, 1)

£) W oo RINCY v o (2. &)

B) B a = (3, <2, 55 b= (7, -2, 5)

Déterminer 1vintarsos s

L

LSulvants

B

< 3

. = (]+ b é
2y W a = (b, T, -5
e Yodel des Goualions deo
vwmalléles ?
ie K = 5 Vo G = iy

9 > -t

2% - v o4 1 AR

O e e i o B a1 s+
. 3 —z
Fa S PAR LPORTGINN

oit V= B ou % . Ponn

fest A dire lindairsasnt
wonfost pas aultiple de
plan n = oab <3t conzt

Lo dns dronees cow

itud

ww Cd dens les cas

a0 ¢ o= (GQ 0) d (2’ 5)
L2 {“EatQ: D, © o= (0, O, 0} d = (1, 0, 0)

our que cd / ab et ac / bd

.

W= (""f.’ (J}

C = (O, 3)
oo (G, 0, 13 ¢ = (by 5, 1)
dxoiten A, L. C, D de ® . Sont-elles
i3 % = &L = Ewi—é
‘ :.- 1 "‘..’Z
v 2= 5 29+ 1 _z =l
9 6 -6

ons deur vacteurs a, 9 non alignés avec 0,

indépendancs .  Zocl revient 4 dire que
et récipicguement |

par tous les teurs quil sont



ok

Cz
O
-

combinaison lintalre o o o0 do b .

Sone | m o= | p = ora+ ob br, 6 e R} l (1} équation vectorielle
" du plan ,
Dans IR’ ceci s'éerit oncore
. Eo - ;N P 4 " R
si p = (xt, Xys Xz)s @ = {ay, Ay, as), b = (b1, o5, b5)
i
Xy = ray by
X5 = ra, + si, (2) équations paramétriques du plan oab .
Xz = Taz + 5b,

Im &liminant r et s dars les {quatlons (2) (on a un systéme de trois
dquatiors en les Jeux inconnues r et s) on obtient une équation
en les Py Nous livrons le résultat de ce

volynduial ¢ lintnive
calcul délicat sans entrer dans leg détails ; ceux-ci seront traités
olus tard (dé terangntb)

- Yoy } il i & IO - Ja e 2 - '— b . = 4
L£a2b3 aﬁba)“l 4 (%5 ; 3laj)xe + (a}bg 3301)x3 0 (3)
“~ugtion cartésisnne du nlan oab .

En reportant dawns (3), les coordonnées de o, puis de a, puls de b,
on vérifie en tout cas qutil s'agit bien de 1l'équation d'un plan

passant par c¢~s trois poinis o

PLAL‘FS Q“J ks (’”51::)

Soit V = i¥ ou T . Ionnous-ncus Lrois points 2, b, ¢ non alignés
et considérons le pi... = = ahc .
On se raméne au vlan varailéle n' passant par o .

Lelun~ci passe par b - a et par ¢ - a ,

L 54w e m™' o alors ptaew
L 5 ¢t réciproguement, si q € =w
-
’_f‘\‘“ *"/‘
U“*~»mmw " alors q -a € n' ., Donc
bmr, Do
e g Ko t=a + 7t :{a-&-p Ip e 1t'}

1 — — -— -~ -~ - —
m ozabc = {ZeV P2 =3+ »F -8 +s8(c~-3) od r,seR}

Dans IR’ cecli livre successivement

(%)

i lxl = oAy r(b1 - a%) + sle, - aI)

oA, b P - aa) + sle, ~ ay) (5) équations paramétriques
s [ - . . —
| Ny = 8y + r(b3 - “5) * s(ey - ay du plan abc

E(o - 32)(°3 - aﬁ) - (95 - j)(c -a ))(x - at)

+ (b - :5)(ci -a ) - (b - ;)(c, - aT))(k - a_) (6)
- a ) e, - s»cbwauc’—a))u-ﬂ“‘)—o

| * (b =2l - g, 2 "% i A

équat o cartisiernns <du plar abe
Rappe Lons=-nous tout de m8me, en dépit de la lourdeur de (6), que
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1téyuation dtun plan est de la forme

T ARy o+ méxa + a5x3 + &h = 0

ou %y 055 Xz °£5+ e It et "(I » s 0(3 ne sont pas tous nuls .
Quelle est l'équation du plan =' paralléle & m par l'origine ?

t e [ o 5 I . -
Cltest tout simplement =' 0(1x‘ + 0(2){2 + 0(3:{3 =0

La preuve ? L'intersection de m et de m' vérifie l'équation
(n(lzx1 +a2x2 + 0(5x3 + 0(4) - (Q’lx1 +012xZ + Ol:,)xB) =0 ~0=20
donc elle vérifie 0(4 =0, S5i 0(Q £ 0 cette intersection est vide

et les deux plans sont parallélss . Si «, = 0, les deux plans sont

L
confondus .

A quelle condition les plans = POy X, + ()sz‘2 + 0(3x3 +o
et S (511,(1 + P2X2 + /33)(3 -o-[.&4 = 0
sont-ils paralléles ? Ona = [ S si et seulement si
§ . : ~ "

2 3
' + Pz, + Bz, = O sont confondus
S Pi¥y + Poxs ﬂﬁ"{j 0 sont confondus ,

Ce qui raméne, grice au produit scalaire, a

)y o0y ofz) = kP, B pg) kK e R
o(} o &

ou encore 73- = en faisant bien attention aux
]

\Nu %

déneminateurs nuls .
UXERCICES . 5. Berire les éguations paraméiriques et cartésiennes
des plans passant par a, b, ¢ dans " (ces points sont-ils alignés ?)

1) a= (1, 0, =2) e (5, 5, =7) ¢c = (-1, O, O)
p) a = (25 5, lf’) b = (!—!-’ (5, &) ¢ = (ls O’ O)
3) a = ("‘1: Z’, ”'?) b o= (O’ O, O) ¢ = ("2, 6’ "'4)

6. Dans 11?3 trouver ltintersection ab n cde si
a = (2’ 5! "5) b o= (2’ O, ]) c = (O, O, 1)
d = (3, 1, -7) e = (2, C, 2)

7. Voici des équations de plans dans 1’63:S . Sont-ils paralléles ?

Si non, trouver deux points de leur intersection .

At DX =y + 2+ 5 =0 B: 6x -2y+2z2+1 =0
C 3 6x -2y ~2 =0 D: =3x+y+2+5=0
BARYCENTRES

51 a et b sont deux points distincts de V et p un point de ab
on sait que p=2a+r(b-3a) r e R
ou encore P=a+ro=-ra=(1-r)a+rb
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ou encore po=wa + b o &, pek et o+ B o=
- X2 23 \
= + = =
ou encore P o Ty ou &, el

Dans la derniére formule, P apparaft comme un point moyen de a et
de b lorsque ceux-ci sont affectés des masses et /5.

Qu'arrive-t-il si lec masses de 3 et de b sont égales clest 4 dire
sl of = p 7

On obtient P = %(5 + B) | qui est le milieu de a et de b .

Partons de trols points a, b, ¢ dans V et d'un point p sur abc
(qui est un point,une droite ou un plan) .

Ona p=a+ r(b~-2)+ s(c -3) r, s ¢R

ou p=(1 -r ~-s8)a +rb+ sc

ou p = d& + pb + ycC avec o+ f+yY =1 et o, 'ﬁ,xem
- oL - &) = - |

ou | P= graTyl t aTETYR AT

On peut interpréter ceci en voyant p comme une moyenne pondérée des
des points a, b, ¢ affectés des masses , ,

©r .

Qutarrive-t~il si les masses sont égales, c'est a dire si o =/% = X ?

——y

On obtient | p = %(5 + b+ 0)

qui est le barycentre du triplet {a, b, ¢} .

Dans le cas ou anc est un triangle, ce barycentre est le point de
rencontre des médianes du triangle comme »n le verra en exercice ,
Plus généralement, si 3y, 52,...,En sont des points de V, leur
barycentre est le point

n
La notation 12% Ej remplace

B a; +a, + 53 taeat A
et se lit "somme des Ei pour i variant de 1

- A . 0 S N D SO S BV BO6 R A T A AR A S A SR DY S D A S S A S IS SN G AR TR SUS G SO G B GTD RS WA SV G SN SV AUD e (D A GRS R GRS SRR VI WD SED SN SN G B P M WA RN hii L ek B ST

EXERCICES . 8. S5i ay b, ¢ sont non alignés dans V montrer que le
barycentre Jde a, b, ¢ est le point de rencontre des médianes du
triangle abc o

9, Trourer une propriété analogue & l'énoncé précédent, pour un
tétrascre de £ .

10, Les points a et b sont fixes dans V , Le point ¢ parcourt une
droite D . Quel est le parcours effectué par le barycentre de a, b, c?

11, La notion de barycentre ou de point moyen est basée sur la
structure vectorielle et elle repose dés lors, sur le choix de
l'origine . Montrer qu'un changement d'origine ne modifie pas le
barycentre (ni le point moyen) .




12. Soient a, b, ¢, d les quatre scommets d'un tétraédre dans Eg
a) Prouver que ab + cd = ad + Cb .

b) Si m est le milieu de [a, c] et n est le milieu de [b, d],
prouver que 2mn = ab + cd .

¢c) Prouver que la section du tétraédre, par un plan paralléle a ab
et 4 c¢d est un parallélogramme et déterminer l'ensemble des centres
de ces parallélogrammes lorsque le plan varie ,
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Jountion d'uns droite v-ssant var l'orisine of »ar an voint a
dyuntion vecrorislle ¢ D= oa = { De | T=r3, rel}
X X, oV = 3 ou ¥ ou
dguation cartisienne dans 2 . 'El = = o (a,, a,) sont lcs
! 2 coordonnioes du point a
Touatiosn cd'une droite massant par deux voints a et b @
dquation vectorielle : D=ab={X &6V | XT=3+r(T-3), rei}
2
. . od V= £ ou
equation paramdtrique de la droite av .
2>
3 = Bt . - r - ¥ = {: 5
daus B 2y = a; + r(u1 al) ou a = (41, 32) et
}(2 = a, + r(o, - 32) 0 = (b1v bz)
y '."7) P - 1 - A - . "
dans 4y = 8y ¥ r(d, - ay) od a = {2;, a5, aj) ot
Xy ® 2y * r{by =~ az) b (b, 2., 'a,)
X, = +r b -
3% % ( 3 a5)
équation cartésienne de la droite ab
5> A =3y X5 = 2, ol a = (al, aE) st o = (bl"ba)
dans P L2 _ X2 "% X3 - a; ob := ('.a" 120 73) et
avee ay £ 0y, ay £ 9, ag # by
squation 4'un nlan dans EB
équation vectorielle
"=abc = {Te€V| X=a+r(0-3)+35(c-3a), retsehn)
équation paramdtrique :
%y = ap + r(o, - a,) + s(c, - a;) od a = (a, a5y as)
;:2 = "'12 + r(bz - ag) + 8(62 - aa) = (b]’ ba’ bj)
X, = + 0, = + - a. c =
équation cartésicenne
. . - st .
oy + f&? + X,cs +$ =0 oy /3, x, S s'oblenant
en ¢liminant r 3t 3 dans lea
équations paramitriques du plan .




