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9. EQUATIONS ET FONCTIONS . 4h/s 6h/s

Supposé acquis . Fonctions et équations du premier degré (chap. 5)

Objectifs . Mise en égquation de problémes . Prise de conscience
es ens entre équations et fonctions . Préparation de l'important
chapitre sur la résolution de l'équation du second degré .

DES PROBLEMES D'IL Y A 3000 ANS .

Vers 2000 avant Jésus Christ, les Babyloniens développent des
techniques de résolutions dtéquations plut8t compliquées, dont
nous nous servons encore aujourd'hui . Ce sont des problémes
d'aires et de partages d'intér&ts qui les conduisent vers ces
équations .
Voici des exemples ,
Exemple 1., Une aire égale & 1000 est constituée par la somme de
deux carrés . Le c8té d'un carré est 2/3 du c8té de 1'autre carré
diminué de 10 . Quels sont les c8tés des carrés 2
La classe a pris l'habitude des mises en équation et elle décide
rapidement d'appeler x et y les c8tés des carrés inconnus . Dés
lors, ” lxa + ya = 1000 et

(1) Ly = %x - 10
Ici, nous nous disputons pour savoir si ce n'est pas plut8t
y = % (x - 10) qu'il faut comprendre . Le texte n'est pas clair,
voila tout . Un avantage des mathématiques est de préciser
fortement le langage courant .,
Nous nous en tenons au systéme (1) , L'idée d'éliminer y dans
la premiére équation surgit naturellement .,
Ceci livre :

x> + (-‘;- x - 10)° = 1000

X2 +%x -Bf X + 100 = 1000

-‘gxa-%‘-’x-goo=o (2)

Comment résoudre cette équation ? Le professeur voit défiler des
méthodes attendues et qu'il sait vouées a l'échec . On essaie
d'isoler x dans le membre de gauche, de diviser par x pour se
débarasser du facheux xa mais alors surgit 2%93 etc .

Nous renon¢ons momentanément a une résolution directe pour

examiner tranquillement la fonction
x—-.-‘éxe—i‘ggx-%():f(x)

Calculons des valeurs de cette fonction & l'aide d'une machine pour
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des valeurs entiéres de x . En utilisant une machine possédant
plusieurs mémoires nous évitons d'introduvire de maniére répétée
%;, -%8 et 900 . Nous procédons comme suit :

134+ 9 =ST0 O

40 4+ 3 STO 01

900 STO 02
Ensuite nous sommes pr8ts a calculer f(x) pour une valeur
quelconque de X par exemple 7, grfce a

RCLOx?x’?E]RCL ot [x] 7 [] [ReL] o2 [=]

Voici le tableau abtenu
X 0 l 1] o2 ! 3] 4 l 5 6 7 8 9
~  £(0] ~900] -911,9] -920,9} -927{ 930, 2 -930,5| -928] ~922,5| -914,2| -903

Nous nous rendons compte que 900 pése lourdement dans f(x) lorsque
x demeure assez petit . De ce fait, nous décidons de donner & x
des valeurs proches de 30 qui est la racine carrée de 900 .

Pour x = 30 nous obtenons, on surprise f(x) =0 .

Voila une solution : x =30 et ¥y =10 . .

Avouons que c¢'est laborieux .

Le professeur qui a sulvi les idées proposées par les éléves avait
d'autres suggestions . Il demande de revenir & (1) ., Ne peut-on
résoudre ce systéme graphiquement ?

On a vu que x2 + ya = 1000

est constitué dans un repére orthonormé par les points du cercle
de centre (0, 0) et de rayon viooo = 10 vio

Nous passons & l'action en dessinant ce cercle et la droite d'équation

équation Yy = %x - 10
L'avantage de cette méthode
est de montrer que (1) posséde
exactement deux solutions,
10\/10

l'une avec une valeur de X
//,/// positive et l'autre avec une

valeur de x négative . Dans
le probléme posé, seule la
/’/, Tofo valeur positive importe .
Nous voyons qu'elle est

"proche" de 30 directement,

sans esasais . A partir d'ici
les essals peuvent devenir
utiles .
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Exemple 2 . 'J'ai muitiplié la longueur et la largeur et le résutat
est 10 ., J'ai multiplié la longueur par elle-m8me et obtenu l'aire .
Lt'excés de la longueur sur la largeur a été multiplié par lui-m®me
et le résultat multiplié par § , Cette aire est celle obtenue en
multipliant la longueur par elle-m8me ., Que sont la longueur et
la largeur 2"
Nous relisons ce texte traduit du sumérien afin de bien le comprendre .
Appelons x la longueur et y la largeur . Dés lors, nous savons gque
Xy = 10
(@ {9(x-y)2=x2
- Voila un systéme peu sympathique ., Nous observons pourtant que
les deux membres de 1a deuxidme équation sont des carrés parfaits .
En admettant que x et y - x sont positifs, e¢e qui est naturel,
on en déduit plut8t ‘
xy = 10 xy = 10
3(y - x) = x ol {3y-AX=O )
Cette fois les éléves préférent commencer par une représentation
graphique . C'est le moment de rappeler que Xy =10 ou y = %8

40 . se repiésente par une
2y -tz =0 hyperbole et nous obtenons
i le graphique ci-contre .
L ‘ ¢
ctd | Nous voyons qu'll y a une
:: ! seule solution avec x et
af LA - - fs et que x sembd
40 , -2 g-p-‘ f__.i-; :%-z_'x'x_.o y positifs qu emble
; __...__...Z;__,ji P ey proche de 3 .
!
—t

Passons alors & une étude plus systématique de (3) .

On a y = %8- ; y' = 10 y = 10
°“‘ * 2 2 30
B'IX‘Q"Lszo 30 - 4x" = O b4 =-%:-::-?-

Comme x est positif, on en tire x .—.\/I; = %\/50 2,7

at ¥y %3’65
Exemple 3 . Trouver un nombre qui additionnné a son inverse livre
un nombre donné p .
Soit x le nombre inconnu ., On a

(1) X + % = p ot la mise en équation s'achéve déja .
(1) est équivalent & 2 41 = PX
ou X - px + 1 =0 (2)

Comment résoudre cette équation ? Les éléves ont bien accepté




2

la méthode =~r-" . ~ ~als nmt-zn 2acore utiliser celle-ci ?
OQui , Revenons &

X2+1=px

Dessinons les graphiques
de y = xa + 1

et dey = px ,

11 suffira de déterminer
1es points d'intersection .
Le dessin achevé, nous
décidons de remettre

une étude algébrique

a plus tard .

Exeuple L ., Une¢ sorme S ost placée & un intér8t composé annuel

de 20% . Combien de temps faudra~t-il la placer pour que la somme
initiale soit doublée ?

Voila un probléme qui demeure dlactualité .

Soit x le temps inconnu durant lequel 1l-faut placer S pour le
volr. doubler . '

La premi‘re année, S devient S + fgé S=85 + E S

La deuxiér-: armé~, celle-ci devient

R

1 ‘«‘” ._12
S‘*’g "*‘TOU \u*'gb;«S(l %-;)

Au bout de x anaées , on a S(1 + %}x

Nous voulons que 35-(1 + §> =

Aroe yegvor o yovel gue (1 o+ %)X = 2
w1210 =2 (1)

Quelle curisvesz dquatlon ., Fn dessinant le graphique de

x — (1,2)% = ncus constatons que cette

fonction est croissante .

De ce fait, notre vmellle technigue des encadrements peut se
mrnifester .

Pour X = 1, (1,2)" m1,2 <2
et pour x = 2, ! ?)2 = Tahy < 2
(1,2)° = 1,728 < 2

’1,2)“ = 2,0736 > 2

Don¢ x € |3, L] et cet intervalle livre un encadremant de la
solufion recherchée |
Une précision plus grande ast 8 notre portée .,
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1. Utiliser des méthodes graphiques pour estimer le

~ et systémes d'équations suivants .
a) {x + y = 16 b) {xy = 3 e) (xy = 8
y-x = X+ y=5 X «y=a?

d) 8 -+ 1 =0 &) B - 3b+2=0 f) (3, 7Y% = 1000

2. Mettre en équation et résoudre graphiquement .

Note & 1l'intention du prafasseur : dans cette série de problémes,
on est souvent con . uwit & une équation du deuxiéme degré, alors que
celle-ci ntest abordée qu'au chapitre 11 , C'est 14 un phénoméne
naturel , I1 faut avoir buté a plusieurs reprises sur de telles
éguations pour saisir gu'il est intdressant d'en aborder une étude

- générale .

a) Un rectangle dont 1= longueur vaut le double de la largeur a une
aire uﬁ 32 aﬁa «» Cuelles sont les nesures de ce recténgle ?

b) Un prisme droit a4 base carrée a une hauteur qui vaut trois fois
de cfté du carré , Son volume est de 648 cm3 . Quelles sont les
dimeneion: de ce nrieme ?

Q) La cifférance ertre lec carré d'ur nombre et ce nombre vaut 110 .
it s.pombre ?

o to de deux nembres vaut 19 et leur prodﬁiﬁ 8k, quels sont
ces nombres ?

e) La soume des carrés de deux nombres pairs consécutifs est 724 .
Quels sont ces nombres 7

f) Le périmétre d'un triangle rectangle est de 48 cm . L'hypoténuse
mesure 20 cm, combien mesurent les deux autres c8tés ?

g) Voulant c¢lAturer vn terrain, une personne achéte cing rouleaux
de treillis pour 17 700 FB8 . En travaillant, elle constate que le
rouleau masure un m3tr« de plug que prévu , Elle en déduit que le
mdtre de treillis lul cofite 7 FB de moins que prévu , A combien

le commergant vend~il le métre de treillis ?
h} Un cycliste parcourt un _rajet aller de 440 kilométres , Au

retour, a cause des tonditions atmosphériques, il mettra un Jour
e plug car chagque Jour il parcourt 22 kilométres de moins .
Combien de jours iul a pris le irajet aller ?
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LEQUATION X a

Parmi les équations gue nous avonﬂ rencontrées nous retrouvons
souvent ls forme 37

(1) % =a o8 ae R .
Pouvons-nous décrirs ses solutions quelle que solt 1a valeur de a ?
Les éléves songent immédiatemsnt & V& et -\@& ., Voild une bonne
habitude sequise , HMals il reste & faire , Qu'arrive-t-il si
&= =172 " (Ca ne va pas ' digent-ils . |
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SUyons precis .
5i a = 0, 1'équation posséde une séule solution qui est x = 0 et
8l a < 0, 1'équation (1) n'a pas de solution car pour tout

X € Eh,xa 20 .
Si a > 0, elle posséde deux solutions qui sont \Va et - \&

ce qu'on note | :\/a
Sommes-nous certains qu'il n'y a pas d'autres solutions ?
Voyons , Si X" = a et a0 alors

X -a=20

X2 - Gvﬁ')z = 0
(x =Va )(x+\Va ) =0

et dece fait x -VvVa =0 ou x+vVa =0
donc x = va ou X ‘=-\/a

' Nous venons de revoir un principe important rencontré dés la
deuxiéme année (VM2, chap 16)

Si &, b sont des nombres réels et si aeb =0 alors a=0oub=20.

Un dessin enrichit sncore cette explicabion .

y-.-.a)O
2 solutions

4y==a=0
VE 1 solution

4

y=a«<?©o
0 solution

EXERCICES . 3. Quelles sont toutes les solutions des équations

suivantes

a) X2 + 1 =20 ey 2¥ = 0

b) x2 -1 =0 ’ f) x + 37 = 2%

c) X% + 7=0 g) sz - 16 = 24 = X2
d) (y ~8)(y + Wy -3)=0 h) ax® + b = 0
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1) (8 + 3)(28 - 5)(8° = 4) = O _,
b)), (21(2 + 7)(}(2 - 3)(){2 +1) =0 k) 2%—:—3‘: 0.

4, Résoudre les inéquations x° >a et X < a en supposant
a 20, Rappelons que

A*B =0 A*B > 0O A*B £ 0
=A =0 ou B=0 =>A >0 et B 20 =»A 0 et B 20
ou ou
A <O et BgO A>20 et B<£O
5. Quelles sont toutes les solutions des indquations suivantes .,
a) x> +1%€0 e) (u=-7)(u+8)u+3)<0
b)xi-l;o D% i< 2y -
©) X- 47 30 g) (s +3)(28 + 5)(s% = 4) >0
d) x* =35 €0 h)_g_gt____Z‘.>0

6. Pour quelles valeurs de x la fonction sulvante prend-elle des
valeurs strictement positives ?

a) f(x) = X2 = 1 b) f£(x) angé%}g}

S D W I G G G G GUP G AN D NS UK AU G (A W TS D IS TS AR S SN WO du - e A - - o an A B W S DS G S W S - D AN SIS G I G I I W

+
14

QUELLE DIFFERENCE ENTRE EQUATION ET FONCTION ?

Nos éléves ne_saisissent pas toujours les liens subtils entre équation
et fonction . A vrail dire, la différence n'est pas trés perceptible
dans la pratique . Voyons ceci sur des exemples .
Voici une équation . 3x2 -5X+7=0
La présence du signe = est indispensable pour disposer d'une
équation . '
A cette équation correspond la fonction
f: x — 3x2 - 5% + 7
Celle-ci n'est pas une équation .
Si nous décidons d'introduire une inconnue y pour représenter f(x),
alors la fonction f est entidrement décrite par 1l'équation ¢
y=f(x) ou y-= 3x2 -5 +7 ou Y- 3x2 +5X =-=7=0
I1 y a donc une équation et une fonction qui se déterminent
mutuellement . Le jeu peut se poursuivre ., Nous pouvons imaginer
d'introduire une nouvelle fonction ‘
g: B2 — R:(x,y) — y-3x 45x =7
et si nous utilisons une nouvelle inconnue z pour représenter g(x, y)
nous obtenons une nouvelle équation
Z=y -3% +5x = 7
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EN RESUME

Ayant une fonction f ¢ A -- B, on y associe une ou plusieurs
équations solt en introduisant une inconnue x € A, une inconnue

yeB et en posant y = £(x)
soit en donnant une valeur 4 y mettons b et en recherchant 1les x
tels que f(x) = b

La plupart des équations que nous rencontrons sont obtenues de
la sorte .

GRAPHIQUES .

Considérons une fonction déterminée par un polyn8me du second degré
X —= f(x) = ax> + bx + ¢ (1)

et son graphique est la courbe d'équation
y = ax® + bx + ¢ (2)

c'est & dire l'ensemble des points du plan dont les coordonndes (x, y)
vérifient 1l'équation (2) . |
Dans (1) et (2) a, b, c représentent des nombres réels . Pouvons -
nous arriver & maitriser la forme de cette courbe sans donner des
valeurs particulidres a a, b, ¢ ? _ PEE
Les cas particuliers o b = 0 = ¢ ne nous posent guére de problémes ,
Nous sommes habitués au graphique de la fonction e et 11 est
facile de transformer celui-ci en ax2 en multipliant toutes les
W abcisses
par a .
\ Cl'est 1!
v, occasion
d'un joli
dessin .

Et 81 on passe a y = axa +Cc.,

C'est facile ! Il suffit de dessiner y = ax2 et d'ajouter c a

«

- chaque ordonnée , Bref on passe de y = ax? a y = ax® + ¢ par
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la translation transformant (0, 0) en (0, ¢) . Voici des exemples .

\ t 118‘4-3

‘i 2z
“l‘s 1xt- 'i

,:zz‘-‘;.

[PUNRERS .

Le plus dur reste & faire . Comment manier y = axa + bx+c¢c?
Cette fols, une translation paralléle 4 l'axe des x ‘nous sera utile R
Voici une astuce qui sera souvent utilisée par la suite ,
Elle‘qonsiste’ 4 forger un carré pour faire disparaftre le terme

g8nant bx , On suppose a £ O sinon la foncion est affine ,

yaaxa-tbx-l-c y:a(xa-l--g-x-p-g-)
' 2 2
b b c
y=a<(x+-- --2-0--—)
?.a) La a

’ 2
b b~ - hac
y = a[ X + o - ]
( Za) La .
La translation t qui transforme (-5—2, 0) en (0, O) transforme
(xy, ¥) en (x', y') ot
b
{x’ = X ¥ 5a )
y' =y

.'
Elle transforme (24" o2, 4)
2 2
Yy = a [(x - ?a-) - —;-;ZL] ~
2 2
- b - L}ac = - b - hat '

Comme nous savons representer cette derniére courbe nous obtenons
également la premidre ,




quelques calculs de valeurs de f(x)

Nous constatons que la courbe est toujours une parabole, qu'elle

présente un maximum en X = - f% B8l a <O

. et un minimum en x = - g%- T “‘é >0

Dans un repére orthonormé, la droite e
X = -~£% est un axe de symétrie
de la parabole .

Ainei un graphigue peut 8tre
rapidement établl en dessinant \\W’//
la droite x = - g%- , €n T
déterminant la valeur de la fonction 3t
en ce polnt et en utilisant le signe ,

deao
A titre d'exemple, X2 - 2x + 5
aura l'allure suivante : ) 2

Pour obtenir un dessin plus précis,

pour X proche de ~'£% (dci 1)

t {
: 1
|
' '
} t
L 5 ]
]
donneront }a précision voulue . | 4 |
L'axe de symétrie permet de I Ve | : :
calculer ces veleurs uniquement L3t i Lo
coit pour ¥ < -75% V2 i v
i 1 i
goit pour x >~ 3%- . Vo1 - :
: o 1 ]
- ! .
-4 0 4 2 3

S S S R O NS A S0 G Nt Sy S05 S Gt
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EXERCICES .‘ 6. Utiliser des translations pour dessiner les
graphiques des fonctions f dont la valeur est donnée par

a) t% + t - 3 ' d) 2y2 -3y +1
v) 3t - 5t + 1 e) 2% + 0,2x - 5
c) -x2 + 9 £) =35% + 0,1y - %

7« Utiliser l'axe de symétrie et la valeur du minimum et du maximum
pour dessiner les graphiques de ¢

a)x2+2x-1 d)5y2+y-,3.
b) =y + 2y - 0,5 | o) 3tZ -~ 2t + %
) 2t% + 5t - 2 £) x° + 16

8 Considérons les paraboles d'équation y = axa ol a € R,
Tout point du plan est-il sur une de ces paraboles ?
Est~elle unique ?

b) M8me questlon pour les paraboles y = 3x2 +¢c ol ce R

9. Théoréme . Si (xq, ¥9), (%5, ¥5), {x3, ¥3) eont ‘trois points du
plan ]Rz tels que Xys X5y X soient distincts, prouver qu'il existe
une et une sgule parabole d'équation y = ax® + bx + ¢ passant

par ces trois points .
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RESUME

Fonction . Equation .

Toute fonction £ : R — R : x — f(x) détermine une courbe.-.
d'équation y = f(x) qui est le graphique de la fonction .

4‘3 : “)

1 Résoudre l'équation f(x) =a (a € R) , revient 4 trouver 1'
intersection des graphiques des fonctions y = f(x) et y = a

, Il}

f(x)zo@x=x1 Ou X = X OU X = Xz

L'abscisse des éventuels points d'intersection des graphiques des
-~ deux fonctions donne la solution de 1l'équation f(x) = a

La fonction ax° + bx + ¢ (a £ 0)

Cette fonction détermix}e une parabole d'équation y = ax2 + bx+c.,
La droite x = -b/2a 6ést un axe de symétrie de la parabole ,

y
4 ek

! .Jaw"olnu. ~ /
\ ‘ (&Y0) / ‘ |
| - ~

1 ' [11 \
\i/ - . ‘31(5 (:;au,




