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10. SYSTEMES LINEAIRKS . L4h/s 6h/s

Supposé acquis . Divers aspects des équations et inéquations du
premler degre . v

Objectifs . Renforcer le processus de mise en &quations ., Prendre
consclence des équivalences de systémes et des combinaisons
linéaires d'équations .

MISE EN EQUATION .

‘Exemple 1. Un bateau effectue un trajet de 12 kilométres sn tine
heure trente en descendant la riviére , Pour revenir, il lui faut
8ix heures . On suppose que la vitesse du bateau seralt constante
sans la présence du courant , Quelle est cette vitesse du bateau
et quelle eet celle du courant ?
Nous désignons par x la vitesse du bateau et par y celle du couraat,
exprimées en km/h ., '
En descendant‘&? ri;iére, les deux vitesses s'additionnent denc
X+y= = = 8 SRR
En remontant.Izg;iézi;e, les vitesses se soustrayeant; donc
X -~y =‘%§-t 2 \ V |
Voild la mise en équation . Les deux inconnues x et y satisfont
une double comtrainte ,
X+y=8 (1)
et X -y =2 (2) .
Pour résoudre les équations, le probléme peut 8tre oublié . Il
suffit d'additionner les équations membre & membre et on obtient
(x+y)+ (x=-y)=8+2
2x = 10
X =5
donc y =8 ~=xX=28 «5=3
La vitesse du bateau est de 5 km/h et celle du courant de 3 km/h .
La résolution peut également 8tre effectuée sur un graphique .
En effet, 1la
solution est
forcément un

YP-—-mmmm = men 2 ‘couple (x, y)
vérifiant & la
fois (1) et (2) .
4 Cette solution

est donc un point

of 1 /2 ‘ 5\\\ d'intersection de
deux droites .

Un dessin précis offre une solution graphijue trés lisible, voisine

de (5: 3) .
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Exemple 2, Eureka !
Le grand Archiméde fut chargé d'une mission délicate par le tyran de
de Syracuse . Celui-ci s'était fait confectionner une couronne en
or mais il soupgonnait l'orfévre d'avoir mélangé de l'or et de 1"
argent . D'aprés la légende Archiméde aurait découvert une solution
en observant l'allégement des membres dans son bain . Il serait
sorti nu dans la rue en criant "EUREKA ! J'al trouvé (" ,
Voici son idée . On mesure l'allégement de l'or plongé dans l'eau
et on constate qu'il est d'environ 1/20 . De m8me la mesure de
l'allégement de l'argent est d'snviron 1/10 . Une couronne d'or
de 40 mesures qui serait plongée dans l'eau ne péaerailt plus que
38 mesures . Si elle est constituée d'or et d'argent elle pésera
moins . Supposans qu'elle pése 37 mesures . -
Soit x le nombre de mesures d'or entrant dans la couronne et

¥ le nombre de mesures d'argent .
Donc X + y = 40 (3)

ot %%x +._1%-y=3? 4)

Nous en déduisons que Yy = 40 - x

e x w0 - x) =37
ot Hx+ 2 - Zox =39

ou g x4 36 =37

-z%-x = 1

—_ x = 20

Donc x =20 et y =20 . La couronne serait faite pour moitié

d'or et d'argent .

Ici aussi , la solution est fournie par le point d'intersection

de deux droites d'équation (3) et (4) . Ici une solution précise
est plus difficile
4 obtenir parce qu'il
faut soigneusement
représenter les
fractions %% -y 1%—
et surtout parce que
les droites d'équations-
(3) et (4) fopt un
angle trés petit, de
sorte qu'une imprécision
dans le tracé déporte
fortement:l'intersection
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EXERCICES. 1. Résoudre les problémes suivants

a) Deux trains d'une longueur de 200 métres se déplacent sur des
voies paralléles . 'Lorequ'ils ont la mé&me direction le plus rapide
dépasse l'autre en 20 secondes . Lorsqu'ils ont des directions
opposées le dépassement s'effectue en 5 secondes . Quelle est la
vitesse de chaque train 7 |

b) Un alliage renferme trois fols plus de culvre que d'argent et un
autre cinq fois plus d'argent que de cuivree , A partir de ces deux
alliage, on veut en réaliser un autre ayant ume masse de 28 kilogrammes
et dans lequel il y a deux fois plus de culvre que d'argent . Quelle
quantité des deux premiers-alliages faut-il utiliser ?

2. Utiliser une méthode graphique pour résoudre les systémes suivants

a) [2x -3y =5 D) {zx - L4y =1 ¢) [2x = 3y = 5
Sx + 6y = =12 6x ~8y = 5 -5x + 6y = =12
d) {Zx +y=4 o e) [ax + by = ¢ x+y=0
6x + 3y = 12 { 'x + by = ¢! ‘
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SYSTEMES EQUIVALENTS .

Oublions momentanément les questions de mise en équations pour nous
concentrer sur”la résolution de systémes d'équations . Reprenons
quelgques exemples de systémes .

(1) [x*+y=8 (2) [X,r ¥ =40 (3) [X* ¥ =40
1x-y=:2 %%x-l--i%-y:}? 3x + 3y = 120
3a + b =18 23 + b= 18 3a + b -18c =0

(4) {a + 3b = 14 (5) {a + 3b =14 (6){a+ 3b - 14¢c =0
-3a + 5b = O -3a + 5b = 12 ' -3a + 5b = 0

Il stagit chaque fois d'un systéme d'équations linéaires ., Les
systémes (1), (2), (3) ont deux équations et deux inconnues . Les
systémes (4) et (5) ont trois équations et deux inconnues . Le
systéme (6) a trois équations a trois inconnues . Nous pouvons
imaginer et rencontrer des systémes d'équations linéaires de p
équations & q inconnues .

Une golution d'un systéme dont les inconnues sont x et y est un
couple de nombres réels (x, y) vérifiant chacune des équations

du systémse ,

Les systémes rencontrés en pratique ont souvent une seule solution
comme (1) et (2) mais ceci n'est pas forcément le cas . Ainsi (3)
posséde les solutions x =y = 20 et x = 40 et y = O, parmi d'autres ,
En examinant ce systéme graphiquement, nous voyons que les deux




b Sgquations qul 1o comuoset

:& représentent la wmlme droite
. De ce fait ce systime =

une infinité de solutions .
Le systéme (5) n'a pas de

solution car graphiquement
les trois ¢équations que le

\ ;
:‘ composent déterminent 1les
1/4rh -~ droites suivantes et celles-

~4 old ‘\\ S ci n'ont manifestement pas

d'intersection .
ifous appelons gnsenble solution d'un systéme dféquations linéaires,

1'ensemble des sclutions de ce systéme . WNous écrirons par excmple
301 (5) pour dés er l'ensemble solution du systéme (3)

51 (3) est un systéme d'équations linéaires, chacune de ces équations
nosséde un ensemble solution et 30l (8) est ltintersection de ces
ensembles solutions o

soudre un systime (3Y c'est obtenir unec description explicite ct

comolate <ie ltensemble solution de 5 .

.

“n pratiqus, 1o mithode de résolution consiste 3 remplacer (3) par
un sysbéme plus simple ayant le mlme crocasle solution .
On dit gue deux systémes sont édquivalents s'ils ont le mlme enaemble

sclution ,
Comment met-on ce principe en application ?
Prenons le systéme (1)
Gy fx+rvy-= 8 o5t dquivalent a (1) [* * ¥ = 8
X -y =2 (x +y) + (x ~y) =8 +2
car (x, y) e Sol(1) == (x, Sol(1)!
e. (%, y) e Sol(1)'=>» (x, y) € Sol(1)

Le rystime (1)' devient {x *y =3

m

m

2% = 10
uil est écuivalent au systéme {y =8 ~-x
(X =5
¢ cclui-ci est équivalent au systéme {y 3 (1)
X =5
Ai. " le . sstéas initial est équivalent au systéme (1) dont l'ensemble
s0l." on n us a;naraft clairement .
Eso 16 d¢ déga;nr le mécanisme de cette équivalence . Touts
equ -t n 1li ‘aire peut se symboliser par A = 0O ., Un systéme de
deux ¢ uatlc 5 lindaires se symbolise par
<




ct ce systeme est éguivalent auv systéme 135
A =20
pA + qB

'n effet ¢ A

Réciproquement, A = O = pA + gqB force qB = O et comme q # O,

q"1 existe, donc q"(qB) =0 et B=20.

Lt'expression pA + gB est une combinaison linéaire de A et de B .

it

0 au p,q sont des réels et q £ 0 .

Ly

0 = B implique bien ¢* ¢ g3 = 0,

it

Pour conclure cette section, voici d'autres exemples de systemes :
2 équations & 3 inconnues [3X = Ly + 5z + 1 =0
X+ 32 -2 =0
3 équations a 2 inconnues [ 2¥ - S5y + 7 =0
X+y=-5=0
3k +y =0
i équations & 4 inconnues fa + b+ ¢+ d =0
a+b-c-d=20
2a + b+ 2¢c + d =0
a-b+ 2¢c + 2d =1
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EXBRCICES . 3. a) Résoudre les systémes (2) a (6) en les remplagant
successivement par des systémes équivalents de plus en plus simples .
b) Vérifier les calculs en les accompagnant par une résclution

graphique .

ko Résoudre les systémes suivants et en vérifier graphiquement 1!

ensemble solution .

a) (x +y =5 b) 12a + b =35 c) (x = 3y =1
X =y =1 a = 3b = -2 X -2y =0
d) fu+ x = ~l e) [3¢c + 2d = 2 £) (3u ~ v =1
24 - %X =3 ¢ - d =9 2u + 5v = 41
@ [g+s=2 h) (2s - %=1 1) (2t = 5
E . % =1 Las == 5 - 5t = 0
3V [0,2% - % y = % k) |5t = ¢t =~ 2 1) (4% -y = 4X + ¥
O,4x - % y = % %»v =5 ~ v y -5 = 3(2x - %)
m) 3X=157+y
X -3y=-5=0

3
S. Résoudre les problémes suivants
a) Un automobiliste effectue un trajet de 720 kilométres en roulant
pendant cing heures sur une autorcute, et pendant deux heures et
demie sur une route ordinaire , Au retour, il emprunte un autre
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itinéraire de 720 kilométres et fait quatre neures d'autoroute et
gquatre heures de reute ordinaire . Quelles sont ses vitesses ?
On suppose la vitesse sur autoroute corncst-nto et de méme sur route
ordinaire .,
b) Des enfants 8gés de 5, 7, 9 et 11 ans décident de se cotiser
proportionnellement & leur Age pour offrir un livre de 336 F a
leur maman . Combien chacun doit-il débourser ?

¢) La route d'un col séparant deux villes a une pente constante ct
égale sur chacun des deux versants . Un cycliste roulant a 10 km/h
en montée et 30 km/h en descente met 'h 54 min pour la parcourir .,
Au retour il mel 2h 30 min . Quelle est la longueur de la route sur
chacun des deux versants ?

d) Une somme de 650 000 francs est partagée entre un placement & 6 %
et upn placement a 8 % . Blle rapporte 48 000 francs d'intér&ts par
an . Quelle est la répartition entre les deux placements qui a é&té
faite au départ ?

UN CASSE - TETE QUL N'EN EST PLUS UN !

Nous avons tous soupiré en essayant de‘résoudre L

un casse - t8te tel que le carré magique ci=-contre .,

Il slagit d'introduire un nombre dans chague case >
de maniére que : 8 1 1

- la somme des éléments de chacune des trois lignes,

la somme des éléments de chacune des trois colonnes
et la somme des éléments de chacune des diagonales soit une méme
constante ., Il est possible d'y passer beaucoup de temps . AvecCc nos
méthodes, une étude systématique des solutions est possible .
Introduisons c¢ing inconnues pcur les nombres a placer dans les cases
vides et une inconnue k de plus qui est la constante . Ceci donne

la constante k et en outre L + a+ b=k
c+ 5+ d =Kk

4 a b S+ 1 + e =k
L + ¢ + 8 = k

¢ 2 a a+ 5+ 1 =Kk
8 1 e b+ d+ e=k
8+ 5+ b=k

L + 5 + e = k

Nous obtenons un systéme de 8 équations a4 & inconnues , Ne soyons
pas effrayés : ce systéme est plut8t simple et il ne faut pas
abandonner trop vite ,
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Remplagons~le par un systéme équivalent obtenu en amenant en téte,
les équations ou figurent moins d'inconnues et en isolant une
inconnue dans celles - ci .

1. e:k-9

2.
5
Lo
5e

= - 12 Nous observons que la premiére et la

-6 cinquiéme équations sont les m@mes . De
3 ce fait, on peut oublier la cinquiéme sans

]

® o B8 o
I
R R R
t

1
inconvénient , De plus, on peut remplacer
6o h +a+ b=k dans les équations 6, 7, 8, a, b, c, e
7. |5+ c+d=k en fonction de k grfce a 1, 2, 3, 4 .
3. b+ d+ e =k
Ceci livre un nouveau systéme équivalent

~ 9
d

e =K -G
c =k - 12
a=kK -6 ‘ et nous simplifions celui-ci en
b=k - 13
h+ (k = 6) 4+ (k =13) = k e =k -9
54+ (k - 12) +d =k c =k - 12
(k = 13) +d+ (k ~9) =k a=k-56
b=k «13
k =15
On en tire immédiatement : d =7
k 4+ d =22
e =6
c =3
a =9 En vérifiant dans le systéme initial, on voit
b =2 qu'il s'agit bien d'une I 9 >
k =15 solution a4 notre probléme .
d =7 Le carré magique recherché est 51517
8 1 6

Nous avons surtout découvert la résolution de systémes par
substitution : d'une éguation on tire une inconnue x en fonction
des autres inconnues et on utilise cette information pour
écarter x des autres équations .
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FXERCICES + 6. Trouver un carré magique complétant ! 5
dans lequel la constante soit égale a 24 . 8 10

7. a) La somme de deux carrés magiques %x3 est-elle

un carré magique ?
b) Les carrés magiques %3 constituent-ils un groupe ?
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8. Résoudre les systémes suivants par substitution
ay[ x + 2y ~ 32 = =9 b) (X + 2y + 22 = =3
X -y + 22 =17 2X + Yy + 4z = 3
X = 2y = 22 = =31 X+ y + 22 = =2
c) [ x -y + 2z =3 d) (X = y/2 + 22 = =3
3x + by -~ 2 = =2 22X +y -4z =7
™ Lx + 3y + 2 = 1
e) [x +y ~z +t =2 £f) [x + 2y = 3
X =y + 2z -2t =3 X -y =2
2X + y -z =t =) ¥+ y=20
g) [x +y =6 h) [(x +y+2z=73
X - 7y =9 y+z+u= =2
- 2% =~ 8y = 3 X+ 2z+u=56
X+y+u=2

i){x+y+2z2+v+t=0
X =y =2 + 2V =

Yy -z -V =k

A2k + 2y - 4V = 3t = 6
22 + 3v - 6L = 3

9. Résoudre les systémes suivants selon les valeurs prises par les
paramétres , ‘

a) [mx +y =3 b) (mx + 2y = 4

me IR melR
X + my = -3 mx + (m+ 1)y =m+ 3
C aX + by = a - 3b N
{ i 7 20 LI
| a“x + by = a - 3b
d) fax + by = 0 (systéme homogéne)
a'x + b'y = 0 a,be R

10. Systémes de trois équations du premier degré & trois inconnues
Inventer les équations dont l'interprétation graphique serait la
suivante .

X A,

Dq D
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11, Pour quelle valeur de Ale systéme suivant a-t-i1l1 une solution
unique ? 3x + 2y = 12 '
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SYSTEMES HOMOGENES .

Voici un systéme linéaire de trois équations a trois inconnues,
4 résoudre dans R° :

ax + by + ¢z + p =290
dx + ey + fz + g =0
gx + hy + iz + r = O OG @, Dy Chyeuesy Py @, I sont des réels .

Ce systéme est dit homogéne si p=q=1r =0 .

Une solution particuliére du systéme est un triple (xl, Yy z1) e R
tel que ax, + byT + czy + p = O, dx] + ey, + fa, + q = 0,

gxy + hyl + iz1 + r=0.,

La solution du systéme est l'ensemble des solutions particuliéres ,
Supposons que le systéme soit homogeéne et que (x‘, Y1 z1) et

(X535 ¥ z,) sont deux solutions particuliéres .

1

Alors toute combinaison linéaire de ces solutions, soit
DC(X], i ZT) +P{Xay Ios ZZ) = (Q(X’ "‘{3}(2; dY} +(5y2Q dzl +PZZ)
est encore une solution du systéme car
a(atx1 + pxa) + b(“y‘i +/5y2) + c("‘zl +/322) =
= ®(axy + by, + cz;) + ﬁ(axa * by, + ¢z,) =0 +f80 =0

et on vérifie les deux autres équations dc¢ méme .

Exemple : 3X =y + 52 =0
-3 + % y - % z o= 0
6x - 2y + 10z = O
On observe que (1, 3, 0) et (0, 5, 1) sont des solutions

particulieéres , Donc toute combinaison linéaire
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COMMENT GAGNER SA VIE ?

Rappel sur les inéquations linéaires a deux inconnues .
Dzax + by + ¢ =0 divise le plan en trois régions
1) Les points de D ol aXx + by + ¢ = O
2) Un demi-plan o ax + by + ¢ >0
3) Un demi-plan ou ax + by + ¢ <0
Exemple : Résoudre ([x + 7 > 2y
2X £ ¥y *+ 4
X+y 25
X + 2y maximum
Probléme : Un fabricant de jouets réalise deux sortes de véhicules
pour enfants & l'aide d'une méme machine ¢ une berline et un camion .
La berline est réalisée en 8 secondes et elle exige 80 grammes de
métal . Le camion se réalisc en 6 secondes et exige 160 grammes de
métal . Chaque jour, l'atelier dispose de 640 kilogrammes de métal
et la machine peut fonctionner durant 10 heures .
Le bénéfice réalicé sur une berline est de 5 francs et sur un
camion il est de 6 francs . Combien de jouets de chaque type faut-il
décider de fabriquer pour réaliser un profit maximum ?
Appelons x le nombre de berlines et y le nombre de camions a réaliser
chaque jour . La machine peut travailler durant 10 heures
clest & dire 10 X 60 x 60 = 36 000 secondes .
De ce fait 8x + 6y < 36 000 (1)
De mé&me 80% + 160y < 640 000 (2) ou 8x + 16y < 64 000
N'oublions pas les
contraintes x >0, y 2 O

(3)

Reportons ces données
sur un graphique .




Le bénéfice réalisé cst de 5x + 6y . FIn fixant celul~ci a une valeur
b, tous les points de la
droite 5x + 6y conduisent
au m8me bénéfice .

Dessinons quelques unes de
ces droites .

par exemple

5% + 6y = 5 « 4500
5x + 6y = 22 500
et la droite

5% + 6y = 6 « 6000
5% + 6y = 36 000

I1 apparaft clairement gue b est le plus grand, dans la partie
hachurée au point d'intersection des dreites
8x + 6y = 36 000
8x + 16y = 64 000
ce qui donne 16 y - 6y = 64 000 - 36 GO0
10y = 28 GO0
y = 2 B0C
8% = 36 000 - &y
8% = 36 000 - 16 800
Bx = 19 200
% o= 2 OO
Le bénéfice sera donc optimal en construisant 2 400 berlines et
2 800 camions .,
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EXERCICES . 12. Deux usines de détergents déversent leurs déchets
dans une riviere . L'usine A produit toujours au moins deux fois
autant de déchets que l'usine B . insemble elles produisent toujours
au moins 9 Q00 litres de déchets par scmaine , Les experts chargés
de protéger la faune estiment que le total des déchets ne peut
dépasser 15 000 litres par semaine sans mettre la population de
poissons en danger .

a) Quel est le maximum dc déchets tolérable pour chague usine si on
veut sauvegarder les polssons de la riviére 2

b) Les experts estiment en outre que pour 1000 litres de déchets
déversés par A, deux poissons meurent chaque semaine tandis que

trois poissons meurent pour 1000 litres déversés par B .,
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Quels sont les nombres minimum et maximum de pertcs en polssons, par
semainc, dues a la pollution ?

13. Pour un camp de 7?0 enfants, deux types de tentes peuvent 8tre
louées . La Cabane peut loger 7 enfants et colite 500 francs par
semaine , La Niche peur loger 2 enfants et cofite 100 francs par
semaine ., Le nombre total de tentes ne doit pas dépasser 19 .
Quel est le choix le plus économique ?

14. Un navire dispose de 7 métres cubes dans ses cales et il peut
encore recevoir une charge de 12 tonnes , Trouver les nombres de
containers de un métre cube pesant deux tonnes et ceux de deux
métres cubes pesant trois tonnes qutil péut prendre en charge,

— compte tenu de ces contraintes .

15. Un club sportif organise une rencontre ef décide d'offrir des
boissons afin de renflouer sa caisse . Une collecte réunit 20 litres
de lait, 2 kilogrammes de sucre et du café et chocolat permettant

de faire 100 tasses de chaque boisson ., On décide de servir le café
a 20 francs et le chocolat & 30 francs . On prévoit de servir deux
sucres par tasse . Chaque paguet de 1 kilogramme de sucre contient
120 morceaux . Il faut 1/4 de litre de lait pour une boisson au
chocolat et 5 fois moins pour le café ., Quelle est la meilleure
recette que le club peut espérer ? Combien de tasses de chaque

sorte faudra-t-il servir ?




RESUME

Systéme de deux é&duations du premier degré 2 deux inconnues .

s {ax + by = (1)
a'x + b'y = ¢! (2)
a) 81 (1) et (2) représentent deux droites concourantes, la solution
de S est fournie par les coordonnées du point d'intersection des
deux droites .

b
FI
e

501 (8}

it
(,,(‘ v
i
=

b) Si (1) et (2) représentent deux droites paralléles distinctes,
501 (3) est vide .

')
4 ax + by = ¢

/ Ab'y”c'

3 _— _ ol (5) = @

oF 1 x

e

a

(3 5
Bl Thr T v

¢) 8i (1) et (2) représentent deux droites confondues, le systéme
a une infinité de solutions et Sol (S) est constitud par l'ensemble
des points de cette droite .

44
N
14
ol 4 =
ax + by = ¢ a b c
(v =3r==%)
atx + b'y = ¢!
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Systémes équivalents

1) Deux systémes sont équivalents s'ils ont le m&me ensomble de
gsolutions

s, [*#=°© et 5.,

B=20 D=

sont équivalents ssi Sol (S‘) = Sol (SP

C

]

~r O D

2) Dans un systéme d'équations on peut remplacer une équation A = O
par une combinaison linéaire pA + gqB de cette équation et des
autres pour autant que p #0 . En ce faisant on obtient un systéme
équivalent .

A =0 pA + gB = 0O (p # 0)
B
B =20 B =0

Systémes homogénes du premier degré ,

&
o

+

H
e

s b]xl + bax2 + .. + bnxn =

q1x‘ + dexa + tee + mnxn = 0

a) Xy = X5 = .40 = X, =0 est toujours solution d'un tel systéme .

b) 51 (X7,.00, X, ) est solution de 5 et (y;,44., y,) est sclution
de 5, alors a(xi,..., xn) + b(y1,..., yn) est solution de S
pour tout a, b € R . '




