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11, EQUATIONS BT INEQUATIONS DU SECOND DEGRE . 6n/8 4h/s

Supposé acquis . Maftrise des racines carrées (chap 6) . Contact
prolonge avec diverses situations guadratiques : fonctions, équations .
mises en équations - chap 9)

Objectifs . Résolution avec discussion, de l'équation générale
u second degré par la voie algébrique et par la voie graphique .
Etude en paralléle, des inéquations du second degré .

RESOUDRE

Dans le chapitre 9, nous avons appris a représenter graphiquement

les courbes d'équation y = ax2 + bx + ¢ qu'on appelle

paraboles , Toutes ces courbes s'obtiennent a partir de y = x

par des transformations simples : étirement (qui livre y = axz),

translation (qui livre le cas général) . '

Ngus avons également appris a résoudre des équations et inéguations
2

2 2 2
¥ «a=0,; X ~a2>20; X -ag0; X ~-a>0; ¥ =-a<o

ou xa = 3 3 x’a > a xg‘g a ; xa > a g xe < a par des ey
décompositions en facteurs et par l'exploitation de la régle des
signes pour un produit ,

Toutes ces idées se rejoignent dans la résolution des équations et
inéquations que voici .,

Considérons le polynlme ax® + bx + ¢

ou a, b, c sont des réels et a # 0 . La représentaticn graphique
nous a montré qu'il convient de distinguer les cas a > 0 et a < 0 .
Si a > 0, le polynSme est représenté par une parabole ouverte vers

le haut et trois cas peuvent se présenter en ce qui concerne son
intersection avec l'axc ox : cette intersection peut &tre vide,
constituée d'un point ou constituée de deux points .

Voici 3 dessins correspondants a ces cas et ce qui arrive a diverses

équations et inéquations .

4
ax® + bx + ¢ =0 Sol= ¥
axe + bx + ¢ >0 Sol = R
axe + bx + ¢ >0 Sol = W
a¥ +bx+c <0 Sol = ¢
- ax> + bx + c £0 Sol= 9




2
ax.~ +

ax +

bx
bx
bx
bx
bx

bx

bx +

501 =

2
ax’~ +

bx

Sol =

2
ax +

bx

J=o, %]

+c >0

=, x1[

+ ¢ g0

ax2 + bx 4+ ¢ <0

Sol = { %4}

Sol = R

S50l = R - {X,)
Sol = {x4}

Sol = ¢

Scl = { Xy, X514

y [xay *m[

u ]xa,-+m[
Sol = [x,, XZ]
Sol = | x,, xaf

Si a < 0, le polyn8me est représenté par une parabole ouverte

vers le bas et nous distinguons encore 3 cas pour l'intersection
de cette parabole avec l'axe ox .,

%

b

T ok

%4

o

ax— +

ax +

ax +

ax +

ax +

N

ax - +

ax

ax

NN o

ax +

bx
bx
bx
bx

bx

bx
bx
bx
bx
bx

n WV
o o O o O

i

A\\Y

A
o O o o O

Sol = ¢

Sol = ¢

Sol = ¢

Sol = IR

Sol = R

Sol = {x’}

Sol = {X1}

Sol = ¢

S50l = R

Sol = R - {XI}




7.

ax
N
-+
+
«Q
"
o

! ax bx 501 = {x}, xa)

J///"N\T\\\ ax2 + bXx + ¢ >0 Sol = [x1, XZ]
’ 2 = .

/ﬁt1 > ax2 + bx + ¢ >0 S0l = ]xi, x?[

)

bXx + ¢ €0

2
ax” +

ax2 + bXx + ¢ <0
S0l = =, X1[ U }xP, +o |

Abordons une résolution algébrique de ces équations et inéquations .
On se souvient que A ¢ B impligque -A » -B . Ceci nous permet

de toujours nous ramener au cas od a > 0, dans le pclyndme .

Hous traitons en paralléle, une équation et une inéquation pour
bien montrer qu'un méme mécanisme gouverne ces situations .

Rappel ¢+ a > O

ax® + bx + ¢ = O & ax® + bx + ¢ >0 <=
.2 b c L2 b C .
al(x +ax+a) o & a(x tIx 4+ =) > 0 =
X +2x+ £ =20 & X+ L850 &
a a a
2 2 2 Z
b b I b b C
= - £ =0 RN - — .
{x + aa) 5 + 2 0 & (x + Ba) 5 + =50 &>
lha ha
( + _ti_)a bz - ,..aC 0 (X + b )2 ba - i’ a6 0
* ca ) 1+:12 " ca ) i*aa 7

(1) (2)

2 b % b° - hac
L'inéquation ax“ + bx + ¢ < 0 méne & (x + EZ) - — A2 0 ()
hac.«

P

nir . L'expression b‘3 -~ hac gu'on

D

Yci une discussion doit interv

§

appelle le discriminant de ax™ + bx + ¢ est-il strictement positif,

strictement négatif ou nul ?

ler cas , Discriminant strictement négatif (b2 ~ hac « O)
Alors (1) et (3) n'ont aucune solution ou si on préfére, leur
ensemble de solutions est vide car la différence d'un carré et dlun
nombre strictement négatif est strictement positive . En revanche
(2) est vérifié pour toute valeur de x ,
Done ba - Lac < 0

= Sol (ax2 + bx + ¢ =0) = ¢ = S0l (ax2 + bx + ¢ < ()

et Sol (ax° + bx + ¢ > 0) = R

ou encore,

- a . o
31 b~ =~ lJac < 0O et a >0 alors ax + bx + ¢ > pour tout x & R




4R, -

Y] 2
J7 = 2¢c <« vt 2 <) alors ax” + bx + ¢ < O pour tout xe I

e
$hnr sns . Dilscriminant nul (BT - hac = 0)

—————— I arm s

< . b
slors (1) posséde unce seule solution x = iy

(2) posséde la solution Sul (2) = R - {.. .2.%.}

(3) n'a pas dc solution ou Sol (3) = @
Bref,
. 2 2 b
si b -4ac =0, ax + bx + ¢ = 0 implique X = = o
ct a > 0 implique axz + bx + ¢ > 0 pour tout x e R
tandis que a < O implique ax2 + bx + ¢ £ 0 pour tout xe R

%3me cas , Discriminant strictement positif (ba ~ Lac > 0)
Alors nous pouvons procéder par factorisation et reprendre une
démarche paralléle pour (1), (2) et (3) .

(1) & (x + 2%+ 3= Vo% —hac )x + 2 - 2 \h® —4ac ) =0

ce qui livre deux solutions ou racines .

(2) & (» +-§%+ -é;;\f'bz - hac )(x +3_%-215\/b2 - L4ac ) >0

cu ré-‘-“"‘——" 1 [ ——
"i%’"}“-;\b - hac --,—g-i-'gg\ba - Lac

2a

OUONUONNNNNNNY EONNNNN NN

La sclution est constituée par la réunion de deux demi-droites
cuvertes disjointes dont l'origine e¢st constituée par les deux
racines de 1'équation (1)

. b, b1 [T
(,)®(x+aa+aab~uac)(x+-—-2a--é-5onb,ac)<o
b L T b,
Vb - hac T2tz VP - hac

| NN

La solution est constituée par l'intervalle ouvert dont les
extrémités sont les racines de l'équation (1) .
Dans tous les cas, nous constatons que les valeurs importantes de x

sont les racines
-b t\{bz - hac

2a
qui sont distinctes si b® - h4ac > O, confonducs si b> - hac = O
et qui n'existent pas (dans R) si ba - Lac < O

AT ey T 2
SCOCLIISICH s Yy = ax~ + bx + ¢

a toujours lc signe de a sauf pour les valeurs de x égales aux

racines ou comprises entre les racines si celles-cl existent




g (0ononnnioaw ous ool le polyndas admot unc ou doull racines
o s Llors )
w7+ U+ ¢ o= oalx - x})(x - xa) pour tout x e Iz (1)

.
L. . . (44
2asiprogquemsnt, sioax® 4+ bx + ¢ se factorise selon (4), alors les
racines sont Xy et X5 o
‘ous observons que
P
al(x™ = X, % ~ XX + X, X
al X, 2%+ Xy%5)

2 .
ax~ - a(x1 + xz)x + ax

(x - X,)(x - x2)

it

1%2

Lo travail effectué au chapitre § montre que deux polynlmcs du
scecond degrd qui prennent les mémes valeurs pour tout x e IR, sont
éoaux . bonc b = -—;;1()(.i + XE)
C = aX1X2
et b C
+ H, m oe = - 5
Y a X%z (5)
On vweut varifier (5) par yne autre voie utilisant les valeurs
exnlicites de x; et X5, soit
b [ T b 1.2
Ly D o o o {5 = 2 Ky = = == + ==\/0b" =1
“ 7E T Za hac X2 a t zZaV +ac
ql

Adinzi, la somme et le prodult des racines équation du seconc
segrd sont donnés par des fonctiors trés gim 1)5, des coefficients

de 1l'éguation .
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SAORCISNS . 1. Résoudre (un petit schéma est bien utile)
2

a) X7 = 3%+ 2 <0 b) = X~ + 5% = 4 > O
2 ,
o= 3n+ 2 20 - x2 + 5% - 4 <0
2 2
¥© - 3x + 2 ¢0 - X"+ 5% =4 20

av

rd
- %% + 5% =4 €0

¢ }:2 + hx + 4 =0, >0, 20, 0O a) ~2X2 +3%x =7 >0, <0, <0,
2
2 T -
) (x - NGE + 2)(x® - 5x+6) 30 1) X* 2 50
X~ - 7x + 12
oy =1 1 2
B)EX-j’(X'*‘Z h)X + x >0

X" ¢ X -2 < O

2. Résoudre

a) x(x + f)‘ij - X =-6)<K 0 f} 1 < X° 4+ % =2 < 5
h) \z~.{"5)(z’¢g5+axbjj2 g)){(xZ(‘
2 - ;x)( %" + 2% - 3) P | t
c) Exd > 3{x -~ 1) h) x+ 71 "%x°
¥ 3
SRR RTTIRE i
P - 1 w + 1
D e - 220 DEFT <




5. Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes .

= ) v k / -
a) y ﬁ e)yﬁdyxa_?x_._?
-~ _f Fm—""‘“‘—‘—"
b) ¥y =vx -1 V- x° + 4x
c) y =v1 - x
f}) y = X2 - 3x + ]

: /2 Z - 2

d) ¥ = \V/x° - 3x + 2 Vx© -5

L. Pour quelles valeurs de a l'équation suivante n'a-t-elle pas

de solution 2 XZ - 3% 4 aZ = 0

5. a) Pour quelles valesurs de m l'égquation suivante a-t-elle deux
solutions distinctes ?
(2m - 1)x° = 2%x(m = 2) + 3m = O |
b) Pour quelles valeurs de m, la somme des racincs de cette

équation est-elle égale a 25 2

6. La somme et le produit de deux nombres réels inconnus sont
connus ., Ces nombres peuvent-ils 8tre déterminés et comment ?

7. Résoudre

a) - 7522 + %6 = 0 (suggestion : poser X° = ¥)
b) 36XQ + 5X2 -1 =0 c)_xq + 38x2 + 81 =0
d)l'i"'%/; = 60 ey Vx + 35 ~yx -4 =1

DV3IX+ T -yhx+5 +yXx =4 =0

g VOX + 4 +y3Ex 4+ 1 = 2% + 1

B V7% =5 +Vix =1 -V/7x =4 -Vix =2 =0
i) 2x =1 =2 x(2x ~ 1) =14 - x

Raggel

A>B >0 = i > p°
A<B<Q => AZ > 8

2

o
A < 0 < B : on ne peut rien affirmer quant au signe de A -~ B

NV7 =% <3 K) 2x -1 > Vx© = 3x + 3
DV +6 -2 +1 5/2% =5 m) 2(2x + 1) > = 353V- %% - x + 6

8« Un fermier posséde un terrain rectangulaire qui a pour dimensions
35 métres et 4O métres ., I désire border ce terrain d'un chemin
de largeur constante qui en fait le tour intérieur . Déterminer

la largeur du chemin étant donné que le fermier désire conserver
10,5 ares (un are = 100 mdtres carrés) & cultiver a l'intérieur

du chemin ,
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9. Pendant combien de temps faut-il placer 80 000 FB a 10 % pour
obtenir 117 128 FB .

10, Calculer la profondeur d'un puits sachant qu'il s'est écoulé 4
secondes entre l'instant ou on y laisse tomber une pierre et celui
ou le bruit de la pierre tombant au fond du puits nous parvient
(on prendra g = 10 m/sg. et vitesse du son = 340 m/s)

11, Un motocycliste parcourt un trajet de 120 kilométres a vitesse
constante . Au retour, il repart a la m8me vitesse mais s'arr8te

a mi-route durant un quart d'heure . Ensuite, il gugmente sa vitesse
de 20 km/h . Le temps total mis pour le retour sera le méme que
celui mis pour l'sliler . A quelle vitesse a-t-il roulé a l'aller ?

12, L'aire d'un rectangle vaut 15 , La somme des aires des-quatre
carrés formés sur les c8tés de ce rectangle vaut 68 dans la m&me
unité . Quelles sont les mesures de ce rectangle 2

13, On veut faire une bofte sans couvercie avec un morceau de carton
rectangulaire de 20 cm sur 12 cm, en enlevant des carrés égaux aux
quatre coins . Si le volume de la bofte doit &tre de 72 cmj, quel
sera le c8té du carré a enlever ?

14, La somme de deux capitaux est de 200 CO0 FB . On les place au
m&me taux . Le premier est retiré aprés 7 mois et la somme regue
est de 125 600 FE ., Le deuxiéme est repris au bout 4'un an et la
somme est alors de 86 40O FB . A quel taux étaient-ils placés ?

15. Deux capitaux égaux, placés 4 intéréts composés 1'un a 8 % depuis
trois ans et l'autre & 10 % depuis cing ans, valent ensemble
1 578 622,10 FB ., Quels sont les capltaux de départ ?

16, Crime parfait .

Sachant qu'un promeneur se déplace a la vitesse constante v a partir
d'un point o déterminé et qu'un pot de fleur tombe en chute libre
d'une fen&tre située a une hauteur h au-dessus du sol, a quel

moment faut-il 1Zcher le pot de fleur pour qu'il s'écrase sur la

t8te du promeneur ? (Réaliser 1'exercice avec g = 10 m/sa)

17. Si ax2 + 2b'x + ¢ = O montrer que les racines (sl elles

existent) sont - b r.\/b'a - ac

X = Y

18. a) Trouver deux nombres dont la somme S vaut 2 et le produit
P vaut -1 ,

2
b) M&me question si 3 = 2a -~ 2 et P = a

-2a, a€e R .

2y
19, Décomposer - a“ + 5a - 6 en facteurs .
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20, Trouver une équation du second degré dont les solutions sont 2 et 3 .,

21, Si axa + bx + ¢ =0 avec a #0 admet la solution s quelle est
1'autre solution éventuelle ?

22. A quelles conditions sur a, b, ¢ une équation bicarrée

!
axt + bx° 4+ ¢ =0

a-t-elle 4 soclutions réelles distinctes ?

23+ Résoudre

6

Ay xl 9P +8=0 bB)s® -15x* —16=0 ¢)ml - 19w - 216 = 0

24+ Résoudre mentalement

2

+3x 20 b) S <0
25, Quel est le domaine de définition de la fonction
x-»V52m2#;?

26. Résoudre ]ya - hi < i

a) = 2x

27. Déterminer a, b, ¢ pour gue la parabole d'équation

y o= ax® + bx + ¢ passe par les points (1, 0), (2, 1), (3, 6) .

28. Déterminer a, b, ¢ pour que la parabole d'équation
X = ay2 + by + ¢ coupe oy aux points d'ordonnées 1 et ~3 et ox au

point d'abscisse 7
29. Esquisse
(- % = 1)(° + 2)(x =1 = 2x2)(2 = %)
(~ x° + 16) (- 3x2 + 15x)(x + 2)

o
. - 5
30, Résoudre af TEXr oz

X" - 3x + 2

31« a) Pour quelles valeurs de m le polyn8me mxa + 4xX +m+ 3

a-t-il le m@me signe quel que soit ¥ ¢ R ?

b) Pour gquelles valeurs de m a~t-on
(m + 2)x2 - 2mx + 3m < 0 pour tout x € R ?

32. Pour quelles valeurs de x € R a-t-on
x2 + X -2 >0 et x2 - 4X + %5 <0

33, Pour quelles valeurs de m le polyn8me (m + I)X2 -2mx + m - 3
a~t-~il deux racines strictement négatives ? .

34, .Pour quelles valeurs de p ot q, la fonction xa + px + g
a) a~t-elle un minimum égal a 3, en x = 2

b) s'annulle-t-elle en x = -1 et x = &

c) s'annulle-t-elle en x

oj—

1 et a=-t-elle un minimum en x = =

i
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35. Trouver des entiers a et b tels que
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DISCUSSION DES RACINES DE L'EQUATION DU SECOND DEGRE

Ce qul suit doit &tre bien compris, non mémorisé ,
Nous appelons{fP , le discriminant b"2 - hac

P , de produit des racines

S , la somme des racines .

P <O pas de racines
p =0 P = - g <0 impossible
0
P =20 S =0 CATTTY
0
> s P
P G S >0 Ty
S <0 2
Tq4:2Ly
> > 4 . .
P >0 P >0 S >0 = =)
S < ; 9
0 ‘ E 2,
S =0 “impossible
P=0 5 >0 ¥::0 % -
S <0 . >
s ®x1:0
S =0 impossible
P <O 5 >0 - 9 -
tq Xq,
S <0 0 -
X4 Tq
~ _ ) o —
5=0 - P =
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EXERCICES . 3%6. Discuter
a) x2 «-2(m - 1)X + 4m -7 = 0O f) 2x° - (4m + 3)x + 8m = O

b) (2m - 1)x2 -2x(m -~ 2) + 3m = 0 g) %2 2(m - 1)x + 3m2 + 1 =4m

2

c)m 4« (m-2)x+m =0 h) (3 m)x2 ~4{m+ 22+ m=0

d) mx2 + (m - 2)x - m 5)x2 -4mx + (m - 2) =0

e) x2 - 2mx + Zm2 +m~-6=0 j) (m + Z)ax - 2mx + 3m = O

it
(&

1) (m
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UNE APPLICATION Di LYEQUATION DU SECOND DEGRE .

Considérons un décagone D convexe régulier
inscrit dans un cercle de rayon r .

Quelle est la mesure ¢ du c8té 2

11 est possible d'utiliser la trigonométrie
et une machine pour obtenir une valeur
approchée ., Mais un calcul exact est a
notre portée . Celui-ci livre 1la clef

de numbreuses mesures relatives aux

polyédres répguliers .

Le décagone D ditermine un triangle

isocdle dont 1'angle an sommet vaut %6° alors que les angles de base
L

aro o
ralent _?_E’.(;._Z._..AQ.: 720

e fu.ne gue 72° = 36° « 2 permet le calcul qui va sulvre ,
Coun.?dérons ur triangle isocéle oab tel que joa] = |obl = r,

alth = 3¢ et oba = ofb = 72° ., Soit m le point de rencontre de la
nissectrice en b ct de oa ,

Cecl déteriine des triangles isccéles

uwb 2L mua car les angleg de base de

ceux-cil soat égaux . On en déduit que

jom| = {mt! = [baf (1) ,
Prolongeons {0, b} & partir de b diune longusur
ibal ce qui iives un point ¢ .

Couame abc est un triangie isocéle et que

aBn = 1800 -~ 720 = 10¢°

ya volt gue

ai T
bev - bé;; 2 e g

Donc ofc = 72 + L& of
= 108°
= ofb
Lo.. '~ chib = ofic, len droites mb et ac sont
paralléles (utiliser la translation qui e
transforme w en a) .
De ce fait, le théoréme de Thalés s'applique
Tl 2a T : .
qui livre c¢{(r 4+ ¢} = e
ou c2 + cr - ?2 = 0
Cette équation du sccond depgré s les solutions
. . =1 ¢t \K;Si% yr =1 xry5 2
M Pl - 2
Maig ¢ > ¢ de sorte gque ¢ s +?r\/§ = -g—( \,»'.‘5 - 1) .




Conclusion . Le c8té ¢ d'un décagone convexe régulier inscrit dans

un cercle de rayon r mesure I (Vﬂg - 1)
2 ”
4
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EXERCICES . 37. a) Déterminer le cté Co d'un pentagone convexe
régulier inscrit dans un c¢srcle de rayon r
b) Déterminer le c¢8té d_. d'un pentagone é&tcilé

5

régulier inscrit dans un cercie de rayon r .,

d 3 [y
c) Montrer que 32-= 1+ -¥;L

e

"

d) Calculer cos 36° sans utiliser une calculatrice ou une table de
valeurs numériques .

38+ Sachant que le c8té g d'un hexagone convexe régulier inscrit

dans un cercle de rayon r est égal A Ce = Ty calculer c3 et Cyo -
39. Calculer A et

S . B S VY Y W e e N G e A W 0 Wl G W D s SA L. Wy A S W B U A S Ve T S W 202 W

68 en fonction de r .

© D S VO o M G AN R My B A 2 OO U D LA I A IO A AN G M G GG s W WS




156.

RESUME
Résolution de 1l'équation du second degré & : ax® + bx + ¢ = 0

ol a, by c e R et a £0

Soit P = b2 - hac le discriminant de ax2 + bx + ¢

31 p >0, ax® + bx + ¢ = a(x - x1)(x - xz)
et Sol E = (X1 X5} ou X, = :~§~§§£E;
v == b =VP
2 - 2a
Si p=0, ax® + bx + ¢ = alx - x1)2 »
ot Sol E = {x,) ol X =

2

Résolution de 1'inéquation du second degré ax™ + bx + ¢ > 0O

{ 20, <0, <0)

Une étude graphique de y = ax® + bx + ¢ permet de résoudre
alsément cette inéquation .

2

Yy =ax + bx + ¢ ou a est non nul a toujours le signe de a

sauf pour les valeurs de x égales aux racines ou comprises entre
les racines si celles-ci existent .

Somme et Produit des racines d'une équation du second degré .,

2

2

Si b” - hac >0, ona ax” + bx +c = a(x ~ xt)(x - et

»

Yo

S =X, + %, = -
o

- _c
1 P=xx%=3




