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Lw 18, QURSTYONS DE GEOMATRIE . 6h/s

Supposé aceuis . Trigonom~trie dans un triangle rectangle
Intergecticins d'un carcle ¢t diune droite ., Tguation 4du cercle
dans urn repére arthonorad ,

Obijectifs . Expression trigonométrique de l'aire du triangle .
Arc de segment capable ., Puissance d'un point par rapport & un
cercle .,

LYAIRE DU TRIANGLY PAR 1A TRIGONOMETRIL .

Dans les chapitres de trigonométrie, nous
svons commis un petit oubll qu'il convient
Le réparer . C'est aussi un bon prétexte

A révision .

Considérons un triangle de sommets A, B, C .
liotons ﬁ, @, ¢ les angles du triangle en
ces sommets et a, b, ¢ leg longueurs des
c8tés B, Ch, AB . Soit Il lc pied de la hauteur issue de i ct

h la longveur de [A,H]

Soit & 1ltaire du triangle ARC .

1 A
On a S = % ah = 5 a(c sin 3)
A
donc S = é ac sin i3 et, pour des ralsons de symétrie
T - 1 . A 1
S == D¢ 8ln A = = ca 8in B = 5 ab sin C

o Sl R M G D e B T L Sl B A iy T B T U 1 GBI Wl GV S WO G WS T By A AR DO S AR S Bk aas BB K. K O, e S et Wy AR W i SO A S W S WD IR WU S W AR SN B SN B I M N SO

EXERCICES « 1o Trouver l'aire du triangle ABC si on donne
A

1) a = 16,38 my; b = 55,72 my; C =27 15¢

2Y A =3m 2v, § =620 29Y, b= 34,87 m .

2. Montrer que llaire du triangle ABC est nécessalrement égale a
A
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ARC DE SieMIN'Y CAPABLYE ,

Nous rewrenons ici, un extrait de VM3, chapitre 16

Peut-cn construire un triangle ARC connaissant la longueur de BC

et 1'angle % 2 Bien sfir ¢ Mais les divers triangles obtenus ne
sont pas isométricues . Fixons les points B et C ., Dessinons
plugieurs wnointa 4 tels que wAC =L>® , Ce&¢ n'est pas facile .

Les résultats sont approximatifs mais blent8t une méihode apparaft .
On trace une dsmi-drolte d'origine B ce qui détermine un angle AﬁC
qu'on mesure , Alocrs ACR & 1809 -4 - ABC est déterminé et on
peut construilre cet angle . Dés lors A est déterminé ., Cette
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constructicn ra2lativement
précise conduit 4 un ensemble
de noints A qui semble 8tre

la réunion de deux cercles .
Ceci est-il exact ? Pouvons=
nous le démontrer ? La classe

est perplexe , L'taids dn 8 C
professeur est requise et

il faudra d'abord stattaguer

& une question plus simple .

SL ' est un cercle de centre O

passant par 4, A'y, B, C et

51 A,A' sont situés dtun m8me c8té de RBC,

<

'?'hi " a
a=teon BAC = RBAYD 2

Des essais senblent le confirmer %
Finalement, le professeur propose une

>

démonstration basée sur une autre propridté .

Théoréme de l'anzle au centre et de

llangle inscrit 2 un cercle .

S1 I est un cercle de centre O passant

par A, B, C alors

3) p0c = 2 BAc si J, A sont dans le méme
demi-plan de frontiére TC

2) BOC = 360° = 2 BAC =i A et O sont dans
des demi-plans distincts de
fronticére BC

Démonstration

Supposong que 0, A sont dans le m8me demi-
plan de frontidére BC . Nous examinons

plusieurs cas .

ler cas ¢ B O A sont alignés .

Alors BCC et AOC sont des triangles isocéles
car BO = 0C = QA .

Donc GBC = ©
De ce fait »
b

#
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N . A
2e cas ¢ O est dans le secteur angulaire BAC .
Alors la droite A0 recoupe le segment [BC]
en un pcint D et




La réunion de ces trois cas livre la
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A A A
BAP = RBAL + BLAC
BOC = BOp + nie
. - ~L -y A . A
Par le premier cas, F0OD = 2 BAD et DOC = 2 DAC
- A

donc BGC BAC

3e cas ¢ O n'est pas dans le secteur angulaire
A
BAC o, Alors la droite AU recoupe le cercle en
un point ¢ situé dans le m8me demi~plan que
O, A par rangert aBC . Ona

AV I

i

[

BOC = pOC - DOB et DOC = 2 DAC } par le
BAC = DAC - DAR.  DOB = 2 DAB ler cas

A - A
donc BOU = & BAG

propriété 1 ,
Et la propriété 2
La droite OA recoupe le cercle en un point

4

D aitué dans le m8me demi-plan de frontiére

BC . Alors BAC = 3AD + DAC (1)
Comme AD est un diawmdtre du cercle on salt D

(VvM2) que ADB = 90 et de m8me DCA = 9C° .

Don¢ BAD = 90® - BDA (>)
DAC = 9® - ADC
Par (1) ot (2} on a
BAC = 1800 - (DA + aDQ) B¢
BAC = 18P - BDC A
et comme BC = % 30C
BAC = 160° ~ % 30C
ou BOC = 36C° - 2 BAC cfest & dire 2)
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TXERCICES . 3. Démontrer le

Théoréme . Si 3, C sont des points du plan l'ensemble des points du
plan dtol llon voit [BC] sous un angle « donné est la réunion de
deux arcs de cercle .

L. Que devient le théouréme précédent dans l'espace ?

5. Soit I un cercle et P un point de I' , Existe-t-ll des points
A, B sur I' tels sue la tangente a I en chacun des points P, 4, B
est paralléle au c8%é opposé du triangle 3

6. Degsiner un but de football et diverses lignes d'ou l'on voit
le but sous un mfme angle . Quel est 1ltintérét d'un tel dessin
pour un Jjousur ¢
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7. Voici un segment [4iR1 et une droite d , &,//’///”

i
Comment peut-on débepniner le point T e d
dfod lfon voit [A

| acus un ingle maximal 2 o

(s3]

.

8, Soient deux droltes a et b concourrantes en A et trois droites
¢, d, e concoursntes en T avec B 2 a2 ¢t B ¢ b ,
La droite ¢ coupe a en C et b en C' , La droite d coupe & en D et
b en Dt , La droite ¢ coupe a en & &t b en LY ,

Construire P.; intergasction de D et (O

Q ¢ dnterscction de ZE' et CUE
-

goet B'E
A’ P, Q, 1’"‘_‘ l}"

L
fo

% ¢ intereseciion de D
n

Que constatez-vous pour

i u_f

ek
oy
e
oy
>}
t. ¢
o
et

9. Les balles de teanis ont un dlametre de 6,5 ¢cm o« Elles sont
emballées auit var 7 daas dos boltes eylindrigues, soiif par 6
dans des boftes ayant la serwe dlun parallilépipéde rectangle .
Quelles sont les dimensions intdérieures minimales de ces boftes ?
10, P, Q, R sont trcic points non alignés de 1l'espace oY

a) Quol est Lllensemble des points de &2 dfou llon voit [PQ) sous un
angle de 500 ¢t {00] scus un angle de 82° %

b) Quel est lienzemble des pointls de EB dfel 1'on voit [PQ] sous un
angle e 50°, {43} sous un angie de 0% st [PR} sous un angle o 2

11. Les points 1y B, 7, D sont coplanaires ., Let-ll exact qu'ils sont
; . Ba R o
sur un cercle si et swulement st ADD o 07T = I00P 7%

T s e B I e VIR 2 T D N T e A0 AR WO () M i S L ab R W st K W D VA 06 i RN K R N, e i i WD W i (i D i G Gl St B Gy S AR T A Y G S ey S DU (D SN TL. A M R Sk S S WIS N6 G e WS AR

PUISSANCE

RAPEORT o Ul CURCLE .

Le cerele n'z vas 2puls® ses scorels . Volcel une propriété qui
est loin d'8tye Aviidentc el gul ne £t décovverte qu'su début du
19¢ siacle

Théoreme . Sai? Fun cercle du plan cuclidien ¥ et P oun point
quelcongue dn ok . JSodient A, A' deur points de I alignés avec P
(A = A% =1 T4 est tansgerts & Py o Alors le prodult des distances

d{P,A) d(P,A’) est indénendant de A ,

Démonstration .

it O le centre de ', Choisissons

un repére orthonormé dlorigine § tel que
liaxe dos x passe par P et gue les polnts
e base du repére solent sur I,
Ainsi © secquiert uue éouation

=+ Yy o= (1)
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50iL P 1'aouscisse de P, Une drcite aar

¢ P nosside une dquation

y = l(x - P) Oﬁ A € R (_,)
(oux=r) '
51 cette droite coupe I en deux points

de 1l'équation
x° + Aa(x - P)a =1

Ay

(1 +42) x2 = 20%2 + P22 .1 =0 (3) i

o]
Le produit de ces racines X35 X5 est Pal“ -1

1 +A4
Dés lors d(P,A) d(P,A') =

2PA”

A' les abscisses de ceux~cl s01at les racines

1 + A

et leur somme ————o—

. 2 2
> 3 ' Jj A
Vot fo e () ) ()« wd

1 1
= |vadae] (G2 1) = A0y =) A0g. =] ()

"2(‘_1'2 + ‘)(XAXA' - P(xA + xA[) +p2)

2,2 2
= (1 + 12)(’)1" ; ! -PTPAA + P2) :l’a -1
+ + A°

et nous voyons que P2 -1 ne dépend pas de A ,

On avpelle puissance de P par rapport a i, ie¢ produit re . 1

des distances d(P,A) d(P,A') ol A, A' sont des points de I alignés

avec P .
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EXURCICE « 12, Soient C;, C, deux cercles du plan . Quel est
ltensemble des points du plan dont les puissances par rapport a
C, et C, sont égales ?
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REMARQUE . Dans ce chapitre nous avons cru bon d'habituer le

lecteur & un changement de notations en utilisant des majuscules
pour désigner les points . En mathématique, les changements de
notations sont fréquents ; 11 faut souvent des siécles pour que

certaines notations solent adoptées par ... presque tout le monde .






