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T« NOMBRES REELS 3 kh/s 6h/s
BILAN DE NCTIONS ET DFE TECHNIQUES .

Supposé acquis . Premier contact avec les équations, inéquations,
systémes d'équations ilinéaires ct quadratiques , Principales
propriétés des ensembles de nombres R, D, Q, Z (VM3; 12,15,19,20,21)

Objectifs . Reprise approfondie des idées et des techniques de base
re%aEives a la résolution et a la discussion d'équations, d'inéquations
et de systémes d'équations linésires ayant peu dfinconnues ,

Maftrise du lien entre les éguations du premier degré et les droites
du plan . Fixation des principales propriétés de R et de ses

sous -~ ensembles privilégiés .

bRESOUDRE DES EQUATIONS, DES INEQUATIONS ET DES SYSTEMES .

En troisiéme, nous avons rencontré une foule d'équations et.
d'inéquations , Voici des exemples
2

1) 3%+ 5 =20 ‘ 5) %0 « 2% -1 =0
2) 3x > =5 ou 3% +5>0 6) x2+3x+2=0
3} ax + b =0 a,b € R 7) 3+ 2y =0
L) ax + b <0 a,b e R X =2y + 1

Fn 1) nous reconnaissons une équation linéaire ou équation du premier
degré, en 2) une inéquestion linéaire . En 3) nous avons l'équation
générale du premier degré dont toute autre équation du premier degré
est un cas particulier , De méme 4) livre l'inéquation générale

du premier degré . ©1n 5) et 6) nous observons des équations du
trolsiéme et du dcuxiéme degré . &In 7) nous voyons un systéme de
deux équations linéaires & deux inconnues , Ce vocabulaire doit
devenir familier .

Dans l'étude des #quations et des inéquations, dans leur formation,
lé notion peut-8tre la plus fondamentale est celle de FONCTION ,

Une R-R fonction f : IR — R assocle a tout réel x, au plus un
réel f(x) . Les éléments x du R pour lesquels f(x) est défini,
constituent le domaine de définition de f, noté .

Exemplés . Dans 1) & 7) ci-dessus, toutes les fonctions utilisées
sont desz polyn8mes et ie domaine de définition d'un polyn8me est
toujours R .

La fonction f : R —= R ¢ X —— admet le domaine R

c

La fonction gt R — R 3 y —Vy ~ 1 admet le domaine [1,00[ .
A une fonction f : |’ — R ncus associons un graphique constitué
de l'ensemble des points du plan, de coordonnées (x, f(x)) ou

X € Dom £ . Cl'est encore l'ensemble des points (X,y) e R ol

y = f(x) « Cecl est 1l'équation du graphique , En pratique, les
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graphiques de fonctions familiéres sont des courbes . Jusqu'ici
nous avons surtout obtenu des tracés de graphiqueé en donnant des
valeurs & x et en reportant les pointe (¥, f£{x)) sur un dessin ,
C'est un tracé par points . Durant les deux années qui viennent

nous allons progressivement acquérir des méthodes qui permettent
une étude globale du graphique et qui procédent moins en aveugle .

Exemples

£(x) f(x]) _
// ' £(y)
(0,1)
£(x)=3%+5 '
X)=2x ) £(y) = 5=
'(0’1) ‘ (1’0) X
0,0 (1,0) ] !
/( ’ ’ f(X) o -}-(— 1 7
Figure 1,

Comment s'effectue le passage d'une fonction & une équation ? A
toute fonction f ¢ R — R, nous associons une équation

N

f(z) =0 :’

Remarques 1) Il ne faut pas confondre (1) avec l'équation y = f£(x)
du graphique, discutée plus haut .

2) D'autres équations telles que f(x) = 7 peuvent 8tre associées a
f mais elles se raménent & (1) par f(x) -7 =0 et par
l'introduction d'une nouvelle fonction .

La solution de l'équation (1) ou | Sol (1)]| est l'ensemble des

Xx ¢ IR pour lesquels f(x) = 0O

C'est aussi l'ensemble des points (X,y) du plan tels que

y = £(x)
y=0

quli est un systéme dont la solution est l'intersection du graphique

de f avec l'axe y =0

Exemples 1) 3x + 5 = 0 (figure 1) posséde une solution constituée

par le réel -5/3, ce qui se voit approximativement sur le graphique

2) %r= O a une solution vide ; aucun réel ne vérifie cette équation
(figure 1)

3) V/y = 1 = 0 posséde la solution y = 1 (figure 1)
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k) x5 -1

0 donne lieu & l'interprétation graphique suivante

La solution Sol = {-1, 1}
y apparaft clairement .

\/(1 »0)

A une fonction f : R — R s'associe de m8me, une inéquation

£(x) > 0 (ou f(x) >0 ou f£(x) <0 eea)
dont la solution est l'ensemble des x € R pour lesquels f(x) > O ,
Celle-ci peut se déterminer par un calcul ou lfaide du graphique ,
fxemples 1) 3x + 5 > O Le graphique de 3x + 5 1livre la solution
J-5/3, o[ (voir figure 1)
2) = £ 0 Le graphique de-:z- montre que la solution est ]=-o , O[

Figure 2.

* (voir figure 1)
3) Vy -1 >0 admet la solution [1, »] (voir figure 1)
L) x° =1 >0 Le graphique de 2 -1 montre que la solution est
J-os =1[ U ]1,[ (voir figure 2)

On peut également étudier des ]Ra- IR fonctions telles que
f: R — R : (u,v)-—»u2+v2
g: B — R : (x,y)—-*x3-1+y+5
qui donnent lieu & leur tour, & des graphiques dans 1&“\’5, des surfaces
au lieu de courbes, des domaines de définition, des équations, etc .
(voir figure 3)

Des courbes de niveau
de la fonction

2
(0,1) (V) —» u?‘ + VZ

:
&

Figure 3,




Des courbes de niveau de la
! fonction

(X3) — X7 = by + 5

%,:ﬂ

Un systéme d'équations (ou d'inéquations) est un ensemble d'équations ,
I1 peut s'agir d'une seule équation . Sa solution est constituée

par les solutlions communes & toutes les équations de l'ensemble ,
Graphiquement, la solution d'un systéme apparaft comme l'intersection

des graphiques de ses diverses équations , Si le systéme est

constitué d'une seule égquation cette intersection est évidemment

le graphique de l‘'équation considérée ,

Exemples 1) Nous avons déja illustré les systémes {y
y

f(x)
0

i

2) 3 + 2y =0 y

2y + 1 \\\'
d X = 2y+]

conduit A4 deux droites dont 1
l'intersection livre la X
solution !

/

X

x+2y = 0O

On voit que la solution est unique et de la forme (a, b) ou

ae [O, % ] et be [O, -%J » Le calcul permet une précision plus
grande ,

Qu'entend=-on par résoudre une équation, une inéquation et plus

généralement un systéme S ? Cette notion cruciale ne peut 8tre définie

dtune maniére tout a fait précise . Il faut distinguer 1l'objectif
de la résolution et la méthode . L'objectif de la résolution consiste

& donner une description compléte de la solution par une propriété
quli n'exige plus le recours aux équations de S o La pratique seule




Se
permet de bien comprendre ce que signifie cette demande peu précise .,
La méthode qui conduit a l'objectif ci-dessus dépend de S et elle
est loin d'8tre unique , La résolution dféquations et de systémes
est un sujet inépuisable, auquel les mathématiciens travaillent depuis
5 000 ans et qui progresse indéfiniment, par l'apparition de nouvelles
fonctions . Un de nos buts est de nous faire une idée de cette
richesse en découvrant peu & peu de nouvelles fonctions . Un autre
but est d'assimiler des techniques de résolution efficaces pour
certains types d'équations ,

Une des idées communes a toutes les méthodes de résolution est celle
dféquivalence de deux systémes d'équations « Des systémes d'équations
'S et S' sont équivalents si Sol S = S0l S', La stratégie de résolution
d'un systéme S consiste & remplacer S par un systéme équivalent S!

plus simple que S et S' & son tour, par un systéme équivalent plus
simple S" jusqu'a ce qu'on obtienne un systéme dont l'ensemble solution

est déterminé de maniére immédiate . Il n'est pas possible 4!
expliquer de maniére précise ci que veut dire "systéme plus simple" ,
Exemple 3x + 2y = 0 est équivalent &4 {3(2y + 1) + 2y = 0

{x =2y + 1 {x = 2y + 1

!8y+3=0 [yz -g— y=;‘g-

X =2y + 1 X = 2(--&9 + 1 {x =1
La solution du systéme est constituée par l'unique couple
1
(%y3) = (& = B

Une autre écriture de ce calcul est

3+ 2y =0 & {3(2y + 1) +2y =0 & 8y + 3 =0 e
x =2y +1 X =2y + 1 X =2y + 1 )
| X==€%
St
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EXERCICES 1, Trouver le domaine de définition des fonctions
sulvantes

a) x7 - 8x’ + 39x b)  (2x + 3)(6x ~ 1)(7% + 29)
(2x + 3)(6x -1 (x = 1)¢x + 2 -%}%__A}“
e) B2 L) O RS

e) VX £) Vex - 5

g) V-x ‘h) Jex + 6

i) Vx - 3)(2x + 5) N VE -6

Observation : pour trouver le domaine de définition d'une fonction
on est souvent amené & résoudre une inéquation ,




2. Techniques de factorisation

L'équation AB = O admet pour ensemble solution, la réunion de
l'ensemble solution de A= 0O et de l'ensemble solution de B = O

AB=0 & A=0 gu B=0
De m8éme ABC =0 <€ A=C ou B=0 ou C=0
4 =0 © A=0 e B#O
AB > 0 © (A >0 e B>0) ou (A<0O e B<O)

Résoudre par factorisation et représenter les solutions sur une
droite coordonnée R!

a) @ -9 =0 a) w’ -9<0 - am)u -9 30

b) a2 + 3a = 0O b') 82 + 3a < O ") a + 3a > 0
c)x2+l+>c+t+=0 C')x2+l+X+u<0 c")x2+ Lx + 4, 20
d) X 4 9 =0 ar) X° + 9 <0 dam) %% + 9 >0

e) u3 -8 =0 e') u3 -383<«<0 e') u3 -8 >0

£) 257 + Zx + 1 =20  £Y) 2%+ 3x +1€0 M) 2x° +3x+ 130
g) 2x9-6x6+6x3~2=0 gt) 2x9—6x6+6x3-2s0 g") 2x9-6x6+6x3-2 >0
h) (x-1)(x=2)(x=3)=0 h') (x=1)(x=2)(x=3)< 0 h") (x=1)(x=2)(x=3) 20
1) 221 2o i 2215 0 i 2521 <o
nEELD =0 in 222 <o m 2222 50
k) (x~m)(2x+%) = 0 k) (x-m)(2x+%)-< 0 k') (x-m)(2x+§);;0

e Techniques graphiques (ramener a des intersections de courbes
aussl simples que possible ; construire certains graphiques par
addition ou multiplication d'autres)

Résogdre graphiquement, de maniére approximative

a) x72- xf ~1 =0 al) x” = x° =1 <0 a") x? - x° - 1 20
b) -x= + z=-2=0 b') =% & % -2¢0 b'") x> + % -2 >0
2 . 2
c) 5: = 2 ct) 3w o> % ) 3x < %
o]
d) Xz -3X -4 =0 d') ¥ ~ 3% =4 <0 am) xa -3% -4 >0
e) xX“ %1 =0 et) xa + 1 <0 e") Xz +120

Diverses approches sont possibles ., Ainsi pour a) on
a représenter le graphique de ¥’ - x2 - 1 avant de le couper par

1'axe des ¥ mals on peutﬂaussi, réaliser sur un m&me dessin, les
graphiques de x5 et de x“ + 1

d'intersection ,

peut chercher

2fin de localiser leurs points

4, Techniques d'approximations successives « S1 f est une fonction
croissante sur l'intervalle [asb] 5 si f(a) < 0 et si £(b) >0,

on peut souvent espérer trouver un point ¢ e (a,b] tel que f(c) =0,
On obtient alors un encadrement de ¢ par [a,b]. En choisissant

P e [a,ﬁ] et en calculant le signe de f(p) on obtient un encadrement
meilleur ,




Déterminer une soclution approchée au 0,1 prés par défaut, en
utilisant une calculatrice, pour les équations a) b) c) de ltexercice 3,

, -
5 Résoudre dans -l ou W

1
a) ¥ +x =36 =0 b) §E*§=1
c) 3x+5=0 d) x+2=0
1 2 2
e) =X e} X"+ y =25

But de cet exercice : faire réfléchir et lutter contre le conditionnement
dft 4 1la fréquentaticn de R ,

FONCTIONS DU PREMIER DEGRE

Le lien entre fonctions f ¢ R - R ¢! X — ax + b et droites du
plan a été graducllement éclairci depuls la prémiére année .
Aujourd'hui, il convient de l'assimiler définitivement , Voici les
principales étapes de la question .

1) DNous avons rencontré la notion de proportionnalité ,

Une R~ R foncticn f est une proportionnalité, si le rapport fﬁx)

ne dépend pas de x, c'est a dire si iéil = ¢ ou ¢ est une conétante

ou encore si f(x) = cx .

Les tracés de graphiques par points, ont montré que les graphiques

de telles fonctions sont des droites par l'origine . Cette observatlon
a été renforcée par une démonstration wvtilisant les homothéties ,

2) Théoréme . Dans un repére affin du plan, le graphique d'une
fonction f ¢ B — K ¢ ¥ — ax a ¢ R est une droite passant par
Itoripgine .

Démonstration . Secit F 1l'ensemble des points (x, ax) o x ¢ R ,

/ : lfous devons prouver que F est une droite ,
ax mﬁ" Pour x = O, on voit bien que ¥ passe par o .
AX ] ,ff’//1 Soient p; = (x}, ax}) et p, = (xz, axz)
Z;,/////’77 deux zutres points de F avec x; £ 0 # X, .
,70 t t Prouvons que les points Pys Py sont alignés

avec 0 . L'homothétie h de centre o et de

X
rapport ;é transforme (x1, o) en (xa, o) et (o, ax]) en (o, 2%1%2)
1 X
= (o, axa) . Comme h transforme toute droite en une droite parailéle

h((x], o) P;) = (XZ’ o)pa et h{((o, ax]) pl) = (o, axa) P,

Donc h(p;) = p, . De ce fait, o, p;s P, sont alignés et F est
inclus a la droite OPy En outre, tout point p e oP, est sur F
car si p = (x, ¥), le point (%, ax) e F ¢ op, posséde un seul point
sur la paralléle a 1'axe des ordonnées par (X, 0) « Donc y = ax
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3) Théoréme . Dans un repére affin du plan, le graphique d'une
fonction f ¢: R — R ¢ X —»ax + b, a,b € R, est une droite
paralléle a4 la droite d'équation y = ax .

Démonstration . Soit ¥ le graphique de f et soit F' le graphique
de la fonction x ——ax . Alors F' est une droite par le théoréme

précédent , La translation t : (x,y) — (x',y') oi

x' = x
5% transforme F' en F car (x, ax) devient

(x, ax + b) « Or une translation
transforme toute droite en une droite
=7 ’ paralléle .
4) Obtient-on toute droite du plan comme graphique d'une fonction
X —ax + b ?

Non ., Les droites paralléles a l'axe des ordonnées, ne peuvent

8tre obtenues . Elles ont une équation x =¢, c¢c e R . Mais toute
autre droite s'obtient de la sorte , Prouvons-le ,

Soit D une droite non paralléle a l'axe des ordonnées . Alors D

coupe les droites x = 0 et x =1 en des points (o, b) et (1, ¢)
respectivement , La fonction x — (¢ - L)X + b admet pour graphique
une droite E passant par (o, b) et (1, ¢) . Comme E n D comprend
deux points, ona L =D ,

5) Quelle est la signification géométrique ues paramétres a,b dans
1'équation y = ax + b d'une droite D ? On vient de voir que b
détermine l'intersection (o; b) de la droite D avec l'axe des
ordonnées ,

Et a ? On a vu que si a demeure
constant, la droite varie parallélement
& elle-m&me , Donc a détermine la
direction de la droite ., On l'appelle
coefficient angulaire de la droite ,
pour une raison qui sera encore
préeisée par la suite

Observons un dessin

de droites ayant des
coefficients angulalres
variés .
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6) Conclusions , Toute fonction du premier degré ou fonction linéaire
ft R~ R:!:X-—2ax+ b a,b ¢ R

admet pour graphique dans Zﬁa une droite passant par (o, b) « Le

paramétre a est le coefficient angulaire de la droite . Ainsi les

droites d'équation y = ax + b et y = ax + ¢ sont paralléles .
Dans le plan muni d'un repére affin, toute droite admet soit une
équation y = ax + b so0it une équation x = ¢ .
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EXERCICES 6. Techniques linéaires
Résoudre de deux maniéres (calcul et graphique) . Comparer ,

a) 4 + 2x =7 a') 4 + 2x > 7 a") 4 + 2x < 7
b) 5x + 9 =0 bt) 5x + 9 £ O b") 5x + 92 O

y OX ny 6X
C)*’r-—--'? C)"'-S—>-7 c)--s- -7
d) 0, 95 - 3,5%x = 6,5 d') 0,95 - 3,5x 2 6,5 4d") 0,95 ; 345% < 6, b
) 4X = % = Q44 - % e') 4x - % > 0,4 = % e") 4x - 3 Oy4 = -
£) 5(x-0,1) = O,2x+% £1) 5(x=0,1) 3 O,2x+% 1) 5(x-0,1) < O,2x+%

g8) 0,8(x+1) = 0,8(x=1) g') 0,8(x+1) < 0,8(x=1) g") 0,8(x+1) > 0,8(x=1)

h) (: x-o ) = 0,3- 3(x+0,7) ht) 4 (3%=0,3) <0 5 3(x+0,1)

H]

w) 4(3X~0.5) > 0,3~ 3(x+0,1)
i) 9x - b = O i') 9x - b > © i") 9x - b < O
J) 9x + b =0 i) 9x + b <O ") 9x + b >0
k) ax + 3 = 0 ki) ax + 5 > 0 k") ax + 3 < O
1) ax = 3 =0 1') ax = 3 ¢ O ") ax = 3 < Q
m) ax - b = 0 m') ax - b >0 m") ax - b g 0
n) ax + b =0 n') ax + b <0 n") ax + b <0

7« Tracer les droites passant par les points suivants et former leur
équation .

a) (1, 2) et (=3, 4)  b) (0, 0) et (4, 3) ¢) (1, 0) et (0, 2)
dy (2, 0) et (0, 2) e) (1, 1) et (2, =2) £) (0, 1) et (1, 0O)
g) (0, =1) et (1, 0) h) (0, -1) &t (-1, 0) 1) (0, 1) et (-1, O)
J) (2, 1) et (=1, 2) k) (=2, «1) et (-1, 0) 1) (3, 0) et (3, 5)
m} (2, 7) et (=3, 7) n) (4, 3) et {4, 3)

Romarque. Confronté a la droite passant par (1, 2) et (3, 4) par
exemple on devrait s'exercer a observer que y = X + | dans chacun

de ces cas et qu'il s'agit donc 1& de 1'équation cherchée ,

8+ Techniques linéaires

a) Considérons la famille des droites du plan coordonné ZRE
représentées par les équations y =9x +m o) m ¢ R

(1) Dessinez 5 de ces droites sur un m&nme graphigque ,
Qu'observez-vous ? Ftait-ce prévisible ?




R beiin

droites e la famille sont paralléles .
b Congidérons le familie drs droites 4u plan coordonné

Tanie R Foubas

I

représentées par lés équations y = ax + % o a & R

(1) Descilaer 5 de cos droites sur oo wéme graphique « Qulobservez-
vous 7 Tenlr compte de L¥imprécision du dessin

'

(2} Déaontrer que tovites les droites de la famille passent par

hathrtbo ey

w

un mdms point v oo [0, 3)
(3) Toute droite par 1 = {0, 3} est-elle dans la famille ?
¢ M8me exercice avec lew eéjuationz 7 = ax - 5 , Le point p a des

-

coordonnées & desou. rir .

) Mé@me exercice avec les éguations v =a(x - 3) + 2

e) M&me cuerc..ce zvee les équations y = a(x - p) - g ol p, Q sont
Tinis et a2 virie dans W,

N

Se Résgoudre en ubilizent Toutss lus rgchniques connuesy les systémes

(cu T? pour d)

aY (B o+ v oz 7 By (20 e o c) {ax ~y=mounmeR
4

Sx - 2wy o+ v =s x4ty =9

Jtégquations svivanis, dans K

d} e - 2 0¥ 4y = 3 ) {3‘ + y =7
W o o i 1? e Yo T 6x + 2y = 14
u kw4

e 3
5 R Ay % e oy = 20 i) {xz + 3% +5=0
: - Vo2 2
(Ox 42y =0 I A S I o X + ¥y 5 =0

hqx ey T SR R R 1) {x + 2y 3
B ' y 21

—er.

)

0. A et 2 gz, Sl haes Akibonten e 100 kilométres o Un premier
auvtomobilisce quases A % po diriee vers B A4 la vitesse de 80 km/h
Au mEme moment, uu zosond automobilists guitte B ot se dirige vers

Vv & la vitesse de YO ka/h . Déterminer ltheure et 1l'endroit de

ia rencontre .

11, Trois frérc da otoy 16 et ¢ ans , Dans combien de

nirepier b du srolisiéme sera-t-elle égale

- K FAPS e A Ty ey A 4
au double de LiEge du deuxidme § (s soyez pas trop étonnés par la
répornsc)

Cempa la somms G

=
[

™

e SLodn epgminos vae des almensions d'un rectangle de trols métres

'3

et ltautrce de six mdtres, son aire augmente de nonante mdtres carrés .
3100 dimince La preuiére dimension de cing métires et l'autre de

dix métres, son alre diminue de septente métres carrés . Déterminer

3
1.5

ies dimensions du rectangle .
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13, Un professeur de¢ mathématique distribue des sucettes a ses
&léves . S*'il en denne 5 000 & chacun, il en manque 12 600 ; s'il

en donne 4 000 & chacun, i1 en reste 5 OO , Déterminer le nombre
de sucettes et le nombre dféléves .
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ENSEMBLES STRUCTURWS DE NOMBRES

Mous avonsg rencontri divers ensembles de nombres tous contenus jusqu!
ici dans R, l'ensenble des réels . Les plus remarquables sont N,
Z, D, § mais 11 en sst d'autres comne ]Ro, ]R+, ]D+, les intervalles
[a,b] , ete . .

La structure de IR est déterminée zvant tout par les opérations d!
addition eu de mritiplication, par la relation d'ordre et par les
propriéiés de ces trols notinons ¢ associativité, neutre, inverse,
commutativité, distributivité, transitivité etc. |

Supposons que 8 scit un sous-ensemble de IR, Dans ce cas, on dispose
dangs S de la structure d'ordre induile par celle de R ¢ si a et b
sont dans 5, on dira que a est plus petit que b dans S, si a < b

dans I . Cecl est benal car valable pour tout sous-~ensemble de R ,
Voici qui 1ltest moino .

On dit que 5 ezt stabtle pour l'addition et la multiplication si gggg
tout choix de a et b dans S, on a forcément

a+ b e 3 ot ab € S
Ceci est le cas des sous-snsembles Il = %' ¢ %Z ¢ D ¢ § ainsi
4 R et

gue T c D c @ - D ot Mo W~ H ~{1,21 , etc .
Lt'ensemble Kﬁjast sonbic pour 1z mudtiplication mais pas pour 1!
addition , Les engsembles 47, T, § , IR™ ne sont pas stables .

Il existe encore beaucoun d'autres ensembles stables ,

Supposons que S solt stable pour l'addition et la multiplication .,
Dans ce cas, un certain nombre de propriétés de R sont automatiques
dans S , Volel des exemples

Assccliativité de + ot de ¥ o

Commutativité de + et de x .

Digtributivité liant < et ¥ .

a < b el et seulement si a + ¢ <« b+ ¢ pour tout a,b,c dans S ,
Dlautres propriétés ne sont pas automatiques , Ainsi ¢

Ss+ peul ou non avolr un neutre 0 ( I en posséde un, INO n'en
posséde pazs) ;

Sy peut ou nen avoir un neutre | (INO en possede un, N ~{1,0} n'en
posséde pas) 3

Se+ peut ou ron avclir un inverse -z pour tout a € S ( Z en posséde
un, M n'en posséde pas) i




S,»¥ peut ou non avoir un inverse 8! pour tout a € S_ (@ a cette
propriété, Z et D ne llont pas) ;

On appelle sous=corps de IR un sous-ensemble S ayant toutes les
propriétés ci-dessus , C'est le cas de § et nous en verrons d'autres
exemples ,

On appelle sous-anneau de IR un sous-ensemble S ayant toutes les
propriétés ci-dessus, sauf peut-8tre la propriété des inverses
multiplicatifs » C'est le cas de §, D, %, mais pas N, ni § ,ni D¥
ni Z' |

Hous voyons donc que § est un sous-ensemble particuliérement
remarquable . C'est en fait le plus petit sous-corps de IR contenant
N car un tel sous~-corps doit contenir O, 1, 25e0eyNyeee leurs
inverses additifs =0 = 0, =1, =2, =3,¢ee5 =Nyees leurs inverses
multiplicatifs », ‘3, 11;» 35-,..., 1 ee. et les produits mx L =2
c'est a dire tous les nombres rationnels .

Dtautre part, un sous-corps X de IR doit contenir 0, 1 donc aussi
1+ 1 =22, 2+ 1 =3,,0ey0=(n=1)+1,,,.,

Par conséquent, tout sous~corps de IR contient § .

Ceci est une bonne raison d'aller revoir les régles de calcul dans

Q@ . (VM3, chap. 12)

En particulier

: 2
am _ a a ¢ _ ac 1l _D ~a_@a _ _a b _ ad
Bm T b b *d"Bd a  a b T-b ) €~ bc
b d

a ., c _ad+ be

PTd T T 6d c

Rappelons aussi que les nombres rationnels (éléments de Q) sont les
réels dont le développement décimal est périodique .

Les autres nombres réels sont dits irrationnels (exemples :»ﬁ?.yﬂ?,
2\//{f:’-..’ \/é."' 3 ,Ooo)

La structure de IR s'enrichit bien entendu, de diverses notions
dérivées de l'ordre, de l'adaition et de la multiplication .
Exemples ¢ soustraction, division, mcyenne ( ), exponentiation
(a ), racine carrée (ya), valeur absolue (1a|), etc .,

Remarque . Les notlons de corps et de sous-corps devraient &tre
bien assimlilées & présent . Elles vont jouer un r8le fondamental

& diverses occasions : compréhension des résolutions d'équations
linéaires, des espaces vectoriels, des nombres complexes .

La notion de sous-anneau et celle d'anneau vont intervenir un peu
moins mais elles méritent tout de m8me un peu d'attention pour leur
r8le unificateur un matiére de polyn8mes, matrices, fonctions,
nombres entiers .
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13,

EXERCICES + 14, Valeurs absolues . On se souvient que |6l= 6 , |=6l= 6
I0l= 0 et

- : X six20
pour tout x e R |[x|=
-Xx 81 x g0

a) Démontrer (pour tout X,y e R)
1) g=xi = x|
2) xg x|
3) Il = |yl S x =y ou X =~y
4) Ixlgy & -y s xg Y
5) Ix + ¥yl <Ixt + |y
6) Ik =yl ¢ IXI + |y .
7) Ixyl =Xyl (tiens un morphisme)

b) Résoudre les équations et inéquations
1) Ix =4 =5 1) Ix - 4f »5
2) |6 = 3x| = =2 2') 16 = 3x| > =2
3) i3x| = 2x -1 3') I3x] < 2x - 1
) Ix - 1] =4 ') Ix -l < 4

¢) Représenter graphiquement les fonctions £ et g et résoudre
1'équation f(x) = g(x)

1) f(x) = Ix| , g(x) =3

2) f(x) = l2x + 11, g(x) = Ix -« 3|

3) f(x) = Ix| + |jx - 11, g{x) = |x + 1}

B) f(x) = I12x - 1], | g{x) = 1x + 1| = |x = 2]
d) Représenter graphiquement

1) y= 3 2) 'y =-¥§T

3 y =2 VD2 e VeDZ 4y =V ()2 (2x03)2

15, Stabilité .., Voici des sous-ensembles S de R .
Lesquels sont stables pour l'addition et la multiplication ?
Lesquels sont des sous-corps des sous-anneaux ?

a) QWV2) = {a + bV2 |a,b e Q)
{

b) 3%Z ={3njn e &1
¢) Q(vn) ={a+b\.§x_la,beQ) si n e Z et n n'est pas carré
d) mZ = {mz| 2eZ} ol meZ§0 dans Z

e) @I = ensemble des nombres irrationnels
f) L'ensemble des nombres non décimaux : R-D
g) L'ensemble des nombres rationnels 2. s a € Zyne Z

2!1
h) Q(/Z2)= ja + b3/Z + c hlabyec e Q)
1) zW2)

{a + b\é-!a,b € 2}

]

i




Al+.

16, Pulssances. a2” est défini pour tout réel a £ O et tout entier

z o Lesquelles des propriétés suivantes sont toujours vraies ?

a) a2 = a0 p) (a/p)" = a/p" ¢) (™™ = a®
) m m- -
d) (a.0)? = a®b" e) a® = ol £)a™ =Ll
a
g) alt.a® = o™ h) a° = 0 i) a% = 1
m
1) (a™) = a™
17. Simplifier les expressicons suivantes
oy Lol oy o
&) G- G- =
2
L o 2X + X7 - T+ 3
b) L =
T+ ——
X - b
1 i
c) e (x + 3) =
1 +-}-:~
2 2
q) 2+ 3a + 2 ha a2 _+ az - 44 a -3 _
a2 + 2a a2 -1 —;3 -3 a - a -1
2 2
e) (—= L2t x Lo Lo _2x(3 + x7) _
2 el * 2 2 -
1+ x 1 4 3x x (1 + x5y + 3x%%)
Pl - - n
1 K% 1 1,77 1 .
f) -(- ‘é' = }...(.. —2' = ;-(— E) = ,-(- -2-) = ;(——2-) = n e
-2
m) (é’ : 25) =
2° + 3
3 i
h) [(-' '3" s "[’“2'—'] + l' =
3 ¢
1) 12,107 = ;12,0077 = 5 0,6.1078 = 0,0004.10° =
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RESUME

Fonctions

Une R-IR fonction associe & tout réel x, au plus un réel f(x)

xemple ¢ f ! R «w» R ! X — 3x - 1

Une Lm?-jﬁ fonction associe a tout couple (x,y), au plus un réel f(x,y)
kxemple : f : ?R2-*IR : (X,y) — 2x° + v

Une ij~im fonction associe a tout triple (x,y,z), au plus un réel
£(X,¥,2)

Exemple ¢ f : Eﬁ-w» R i (X,y,2) — 2Xx + 3y - z

Une fonction affine ou fonction du premier degré est une fonction

dYune variable réelle de la forme :
X— ax + b o0l abe R et a £o0

Domaine de définition d'une fonction

Le domaine de définition d'une fonction est constitué de tous les
éléments x de IR pour lesquels f(x) est défini .

Graphigues de fonctions .

-~ Le graphique d'une fonction est constitué de l'ensembdble des points
du plan de coordonnées (x,f{x)) od xeDom f ou l'ensemble des
points (X,y) e »  on y = £f{x) .

-y = f(x) est l'éguation du graphique .

-~ Les graphiques de fonctions familiéres sont des courbes .

- Le graphique d'une fonction affine % —= ax + b ol a,be R

est une droite

- Toutes les droites dtéquation y = ax + b ol a demeure constant
et b varie sont paralléles .

- Toutes les droites d'équation y = ax + b ol a varie et b
demeure constant passent par le point (0,b) .
- Toute droite du plan est représentée par unc équation y =ax + b

/
J o
=aX+bh h

M/a ~N
(o,/pb7 Y=ax
07 /
X

7 (1,0) (0,d)y (1,0 (c,0)

o ¥ = C

A

—~~
O
"
\3

-
KV




Equations

Si f est une fonction, l'équation associée est f(x) =0
Les solutions de ltégquation sont les valeurs de X pour lesquelles
f(x) =0 . C'est aussi l'ensemble des points du plan tels que

y = f{x) cltest & dire l'intersection du graphique de f avec

y =0 ltaxe des %X .
a2 Les équations linéaires ou égquations du premier degré ax + b =0
ot a,be R admettent une seule sclution x = --§- lorsque a # 0
Pour a = 0, 1l'ensemble des solutions est vide ou R selon que

b#0 ou b=0,
b) Des équations de degré plus élevé (que un) peuvent 8&tre résolues

it

soit
- en factorisant et ¢n respectant le fait qu'un produit est nul si

ot

1'un de ses facteurs est nul

-~ grapiniquement en partant d'une équation de la forme f£(x) = g(x)
et en recherchant les intersections des courbes y = f(x) et
y = z(x)

- par approximations successives ., 51 [ est une fonction croissante
sur [a,b], si fla)< 0 et si r{b)>0 alors on peut espérer
trouver un point ce {a,b] tel que f(¢) =0 , On améliore
1'encadrement [a,b] 4 l'aide d'une calculatrice .

Inéquations

S5i f est une fonction, 1l'inéquation associée est f£(x}20
(ou f{x)>0 ou £(x)gC ou f£(x)<0).
a) Inéquation linéaire ax + b>0 (1)

ax »> = b
si a>»0 8l a< sia=20
X > ; K < - g O>= b
%1111_1111*‘ JLIII/II((L} b e - Si b)O ; ,’;}Ol(]) =IR
T a “a - 51 b <O ; S0l(1) = ¢

b) Des inéquations de degré plus élevé {que un) peuvent &tre résolues

s0it '

~ en factorisant et en appliquant le fait qu'un produit est positif
s'il a un nombre pair de facteurs négatifs st qu'un prodult est
négatif s'il & un nombre impair de facteurs négatifs .

- graphiquement en partant d'une inéquation de la forme f£{x) > q(x)
et en déterminant les zones de plan qui forment la solution

= par approXimations successives, on détermine les bhornes des

intervalles qui forment la solution .




17.

Systémes d'équations (d'inéquations)

Un systéme d'équations (d¥inéquations) est un ensemble d'équations
(d'inéquations)

La solution du systéme est constituée par les solutions communes a
toutes les équations de l'ensemble ,

Une idée de base de la résolution d'un systéme consiste & remplacer
un systéme S par un autre, plus simple S' qui lui est équivalent,
3' par S" qui est plus simple et équivalent a S' .

Deux systémes sont équivalents s'ils possédent le m@me ensemble
solution .

Résoudre graphiquement un systéme, c'est dessiner dans le plan
1'ensemble des solutions graphiques de chacune des équations (en
général des courbes) et rechercher leurs points d'intersections .

Ensembles structurés de nombres .
Stabilité

Soit S un sous~ensemble de IR
3 est stable pour l'addition et la multiplication si pour tout choix
de a et b dansg 5, on a forcément

a+ bes et abeS

Sous=-corps

S, un scus-ensemble de IR est un sous-corps de IR si pour tout a,b,ce S
- a + besS

- 1l'addition dans S est associative

- l'addition dans S est commutative

- l'addition dans S posseéde un neutre ¢

- l'addition dans S posséde un opposé - a

- abes

- la multiplication dans
- la multiplication dans

- la multiplication dans S posséde un neutre 1

est asscciative

|42}

2]

est commutative

posséde un inverse a™!

se distribue sur lt'addition

n

- la multiplication dans

o

- la multiplication dans
-a<b & a+cc<hb + ¢

Q est un sous-corps de IR
Tout sous-corps de R contient 4

Sous=-anneau

Un sous-ensemble S est sous-anneau de IR s'il a toutes les propriétés
du sous-corps sauf peut-&8tre la propriété des inverses multiplicatifs .




18.

Valeurs absolues

Pour tout x ¢ R,

x|

X 31 x=20

- X 81 x<0




