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SuUDposeé acquis . Uno conng ;* sance explicite des principales
proprietés de ltaddition, de 1s EultmpllbutLOﬁ et de 1'ordre dans
I (voir nctamment chapitre 1 ot VM5) ., DPremier contact (VM3; chap
22) avec diverses moyeuncs .

. Premier contact avec l'axiomatisation de la notion de
onné et par 1a acquérir une vision plus synthétique de I .

corps ()Y‘{

Démonstration d'inégalités par une exploration inductive ., Applications

a diverses notlons de moyennes .

ans lo chapitre 1, nous avons vu ltimportance de la propriétée de
corps pour R ot certains de ses sous-ensembles tels que §, §(\'2),

one ca gue signifie cette pFOpriéfé :
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1)

2y ¢, X est un groune commutatif de neutre 1 {on écarte O car celui-
4 [ %

Eg + est un groupe commutatif de neutre O

ci nta pas dtinverse multiplicatif)

5
1"

xG = ¢ pour tout x ¢ B
)Y a(b + ¢} = ab + ac  pour tout ay,b,c < Iy,
Notre travall avec les inégalités fait appel a dlautces propriétéds |,

-
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wn IQ__LL, It et chacun do sos SOUR-Ceps sont ces corps grdonnes

.

*

cecl sipgnitie gu'en dehors de 1) 23} 3) on a cncore

4) Ir est structuré par une relatiovn < (ordre) telle que
48 D ou o< a quels que soloent a,b e R
g b et b ¢ ¢ =p a ¢
@ < b et b o« & == ‘

a ¢ A quol que soit a o W
5) a «n &> oat oo+ gquels gque solent agd,e » I
LY & < b @t ¢ o> 0 o= oac g be
Nlavons-ncus rencontre aucuns avtre wrouridtd 2 % ner exemple
NTAVONS-NoUs £enconiyre aguiuns awtrlre propricte 7 wilog RET eXemplice
e o s — e T et s et e f A 1 n
x" » 0O pour tout x . Fourquoi ne pas L'avolr mentlionné dans la

liste cli-dessus 2 Parce que cette propristé el dlautres, pouvent sec

o
démontreyr a partir do 1) - 6) ., Nous découvrons ainsi un exemple

dfaxiomatique ou cholx de propridtés (axiomes) dont les autres propriétés

souhaltées dans une ruvent se dériver par une démonstration
Ltavantage do cette methoae, nugnura‘hui Sconéralisée en mathématique,
eat de slappliguer 4 tous les corps ordonned que Nous POUrrons encors
découvrir a l'avenir . 1L y en a !

Voyens comment 1) 4 £} permetitent diétablir dlautres propriétés .
(théoremes de 1s théorie des corps ordonnés

7} (~a)b = ~(ab)

snoeffet, (a - a)b = 0b = par 2) et par 3) ot 2)

[



Done b{=a) = = ba ot npar 2) (-a)b =-ab

8) (-a)(~b) = ab

Par 7) (=a){(«b) = ={a(-b)) = ~{((-bla) = ={~(ba)} = ba = ab
g} xa > O pour tout x

i

Siox > 0, on a évidemment ¥ > O, donc Xsx > Ox  par 6
5 s e b4 o £
r

donc X° > O pa

st

S ox < 0, =X >0 par 9} et
précédent o Donc par &), x> 0O .
81 x =0y % =0 par 2) et ¥ w0 par 4)
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a) m(a + b
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. . s
ordonne K, denontrer les proprictés

ERCE RO
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+ 3 YA e e : TR T
) Ko oest stable pour Utaddition eb pour la multiplication .

n) K. oest un groape pour La mulbipiication .

Dimontrer gquo

K 2 .

), —fmv.,-zzéﬁ-* P pour tout w e W
VoxT o+t

Vool ydly + ozy(u o+

Ll I3

2 {a o+ B o< oa(at o«

(I R H-“)(l + «Tiz:7)a.nx

ot
> GXYE pour tout H,y,2 ¢ IR

pe

)
) pour tout a,b ¢ W
: ,
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L1 . N .
*a ) E siooa, » 0 pour tout L

i
. o I3 L i’lj -?':3 . %« Eir = i
Vd A 1 1 . ! “~ . o - . K
ey Na + )b+ dy 2V ab +#\Vcd  pour tout a,b,c,d 2 O
. 2 2 2 : : . :
i 27+ b+ ¢ o oab + be o+ cz pour Lout a,b,e e R

] be o5 ab X b . oot
&) = 5% + A + b+ ¢ pour tout a,b,c ¢ i‘he

3. Quand a=-t-on L'épalité dans les inépalités de itexercice 200 %
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COMNSTRUIRy pES THpGALTD

bn partant dltunc indgalitd vanale nous allons voir qu'til est possiolc
e conairulre procrassivement dlautroes inéﬁalités gqul nfent rien

avévident au départ . Nous cxposons done une méthode de dbécouverts

sans attendre du lecteour gu'il possdde celic-zi déz gue LYexposd ost

terminé , fLes inégalites encadrées pourraiont faire utilement nartic

dtun formulaire qui rendra scrvice dans des tlches




Supposons que x s0it un nombre réel . Une inégzalit® importante est
2
. X 2 0 (1)
L'épalité a lieu uniquement pour x = Q . Pouvez-vous justifier (1) %
o]
(4%

Bien sfir : ¥ est le produit de x¢x de deux nombres positifs ou de
deux nombres négatifs .
On peut tirer d'autres inépgalités de (1) .

Posons ¥ = a - b avec a >0, b >0 .
. - =
4 Z

. , SN2 pod ; e 2 2 oo

Alors (1) devient (a - D)™ 20 & a” - 2ab + c‘;O¢$m1 + b > Pab
- o] ' '

De m8me, a“ + b~ + 2ab » hab et (a + bB)" > hLab

rd

o

Comme les deux membres de la derniére égalité sont positifs et que
VY »v¥ sl et seulement si oy »x > 0, on en tire

3,

Yy S + o 2
a + b »2vab et 2 — 2\ ak (3)
e . , i 1 o
Utliisons le fait que ¥ >y > ¢ = T <Y pour transformer (35) en
1 2
= 2
Vab T+ b
Multiplions les deux membres par le nombre positif ab, ce qui donne
ab Zab e 2a b
: 5 22 et vab oz =S (i)
Vo il - i A + b
\/ab I b
o) o
De méme, (2) livre en ajoutant 2" + b  aux deux menbres

’]

oY o o
s s <

v -~ “y 1 LD 1 L 3 I4
2a” 4+ 207 » a4+ 2ab 4+ b7 o= (a + b)) ou 2(a

HAS

2 12
+ %) 3 (a + b) (3)

mn divisant les deux wembres par 4 et en extrayant las racines carrées

de ces nombres positifs, on obtient

> 232 (6)

7

Divisons les deux membres de (2) par ab ¢t on obtient encore

a” + b~ _ 2ap a” - a , b (
: > i e+ > 2 = y
ab 2y U TgtaEn e ou | g trg ozl (7)
e T . i \ o
ce qui livre encore | vy vt 2 (8) pour tout riéel y > O .

Notons min(a,b) le plus petit des nombres a et b et max(a,b) le plus

grand . Alors (&), (3), (&) livrent

o] o
. ') P }» P 4 + _‘ irl Foul + L
mina,b) « j%%%; < yab « ié, L:g\/a - 2 < max{a,b) (9)

seuleg la premiére et la dernifre inépgalitée doivent &tre justifides,
ce que nous laissons comme exercice facile
Les quatre fonctions de a ¢t de b qui apparaissent dans (9) sont

connues sous le nom de meyennes .
a + b

2 k]
ltappelle moyenne arithmétique .

fans nous reconnalssons la moyenne la plus familiére . On

Voilci des nomsz pour les autres @




P

yab est la muyenne péométrigque
2ab . v e T (1
5+ B est la moyenne narmonique
a

J

& moyenne quadratique .

[

est .

Utol vient cette terminologie ? La moyenre arithmétique est la plu:z
familiére et ntexvipe pas dtautre explicalion . Dans VM3, chap.22
nous aveons reacontré les coxemples sulvants @

1) Moyenne géonmétrique , Une somme de 105 000 F est placée durant 3

ans 4 un taux d'intér&t cumulatif de 6 % puis la nouvelle somme obtenue
est placée 3 ans & un taux cumulatif de 8 90 . Quel est le taux

cumulatif moven m (celui qui aurait livré le m8me résultat en 6 ans) ?
Nous avons vu par un calcul simple que m est livré par

\(1 + HO)(f + Iﬂq) c¢test a dire par une moyenne géométrique

——
<
i

; m .
LER N - = Gy o
100 6&9} PR

2) Moyenne harmonique . Un automobiliste effectue 100 kilométres a

~

une vitesse moyenne ¢e SO km/h eof ensuite 100 kilométres & une vitesse

moyenne de 120 km/h . Guelle est sa vitesse moyenne sur les 200

kilomeétres accomplisz 2 Le calcul montre ane c¢'est la moyenne

narmonigue de 90 et de 120 & savolir 102,85 .

hous voyons don¢ bien qu'il y o plus d'une notion de moyenne . Une

movenne m(a,b) est une fonction & deux variables ou WL IR fonction,

symétrique en a;b c¢lest-a-dire tclle que mla,b) = m(b,a) et telle que
min {a,bl £ mla,b) < max {a,b}

CAtléchissons un moment . 0 D'une indpgalité banale comme (1) nous avons

dérivé une comparaisor inattendue de quatre notions de moyenne résumédes

dans (9) . Ces notions de moyenne ~¢ rencontrent dans des problémes

" fournaliers comme nous l'avons vu en troisiéme année . Comment

sommen=nous parvenus de (1) & (92) 2 Surtout par un effort 4!
imagination : remplacer x par a - b, extraire des racines carrées,
rajouter ou multiplier, etc...
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ilenCIC RS L, Voici des fonctions de deux variables a et b . Quellos
it celles qui sont acceptables comme notion de moyenne ¢
N T A O T NEPEY
a) m(a,b) = a + b+ 2 p) m{a,b) =valb + 1)
: be
. a" S
C) m(a,m) = ) d) m(“!,b} ::--—--——-[g
. 1 = a + b 2 ab
¢} m(a,b) == (Vab + e : f} m(a,b) = §a+ a

v -

%e La moyenne aritamétique - géomitrique
. F— it I}
Supposons O <a<b . Alors a < yab < Sege—= < b par (9)

[




ou a < MGla,by< MA(asb)< b ou 2<ay<b <b

Partant de cen inégalitds Causs eut 1'idée de répéter le processus en

prenant les moyennes géométrique et arithmétique de MG(a,b) et MA(a,b)
< MA(a. 4 i = b, < b, <« b

3, < MA(ay,b) = b, < by

11 démontra gque la répétition infinie de ce processus (limite) livre

QJ

ce gul livre a.<a¢‘:MG(a1,bT)

un nombre bien déterminé quton appelle depuis la moyenne arithmétique-

géométrique MAG(a,b)

a) klaborer un propgramme permettant le calcul d'encadrements successifs

de MAG(a,b)

b) Application au cas a = %, b = %5

6o Difinir la moyenne geométrique, la moyenne quadratique et la
. P’ n

moyennes sur divers evemples . Peut-on espérer une

de (9) 7 Laguelle 2

noyenne harmonigue de n nombres a,y G,yeeey &, o alculer ces
i
gcénéralisation

7. &n relativité restreinte, la notion de vitesse moyenne condult a
ltintroduction dtune moyenne relativiste de @ et de b égale a

a + b + . . . . \
TTTTTab (a,b e R} oi ¢ est laceonstante qui représente la vitesse de
1 - 2 ] . . .

é? la lumiére dans le vide .

3

a) Faire des essais de comparalson de la moyenne relativiste avec les

autres moyennes renconirées

~a

-t
jr

b) Hssayer de démontrer dos (9) pour comparer

moyenne relativiste & dtautres .

’

f. DNans une compétition de foothall, on départage souvent les équip
b3 * -y 4

vi

terminant & égalité de victoires et de défaites, par la différence de

puts marqués et encaissés . Ceci conauit a de nouvelles opalités o

-

Peut-on utiliser les diversoes moyennes pour départager deux telles

équipes ? Faites des essals o (sujet de recherche a domicile) .

Qe mncore un probléme de moyenne .

Vous achetez $ 1 2 50 FR et votre ami vend & 1 pour 40 FB . La valeur
moyenne dtun dollar semble &tre de 4% V8 , Si vous vendez 1 ' pour
1/40€ de dollar ot votre ami achéte 1 FB pour % 1/5¢, la valeur
moyenne d'un franc szemble 8tre de ;;trﬁ-+-if) = ;3% dollars ou

la valcur movenne d'un dellar est de 2= = )
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moyenne arithmétigue, ni la moyennc P*rmonique ne asont donc
satisfaisantes car chacune diclles dépend de la manicére dont on

effectue l'opération de change . I1 faut que la moyenne M(x,y) n'ait

pas co défaut Pour cela il faut que
(] ) A . 1 . 1 -~ .J---—-m 1 T oes ot o is <+ hid sr ¢ T \+
£ Y ‘:}" = ?‘:“:X’y—‘)‘ guels gue sonent X,y o B

sn cas de dévaluation, nous souhaitonz que le nm@me coefficient affecte




et la moyen

)

Les sommos ne
(2)

a) Uém

provrié

b)

moyenne

3

'U ("L; B, )
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(2)

fonction

Alkx, ky

ontrer guc lao
s (1) ot
Jémontrer qufune

seométrigue

L3

aonc

#
£

nous
I

i >0

séomdtrique de x et

Y

vérifiant Js

(1

VOULONS quo

1
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est forcément la
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Considérons dcs Re- I fonctions §, g, h etc .
nrésenter ou e ramencr & une des formes (%)
1 Fd

e wr 3 i . . . N N ] 1 - .
finsi ® - == % oo raméne 4 X - i 5 =0

A P 1 < Iy w?’) “

u & (%) = h{x)  avee ) = x7 « - et

e . s . y

e m@me une inégquation neut se présenter ou se

() >0 ou

t{z) > 0

<

-
et

avee fix) = x’

h{x)

ramenor

alx) >h(x) ou () > hix)
La solution est ltonsenble Sol des nombres roels
(é¢palitd ou indralité) evigic .
Deux éguations F=or et N o= 3
sont équivalentes sl toute scliution de la nremidre
de 1o deuwxidme et récinrogucment ,
Ceci s'éerit ) a0 (x) = 1{x)
yenple @0 X w1 o= ocon o+ 5 &S x'3 = CO3 X F iy
tarit-il bien d'une &gunivalence ?
1) On observe que f =g & bh=i
_ et h =314 j=k
entrafne bien que { = g et j = k ont la mBme
donc fmg & J=k
2) e méme f =i & h=1
entrafne h =i < =g
ct enfin f =g & =g
On reconnait donc bien les trois propriétés
équivalence .
Toutes les résolutions dféguations et

1*idée d'éguivalence,
dérivées

en particulier sur les
de la structure de corps

ordouné

*

o

vérifiant

qul caractérisent

d'inéquations sont baséés

deux propriétés

sgquation peubl se

ou

o (ﬁ'i‘
2NN

JL) = h (2)

A

Ml

1

. . )
a une deg formes

la relatiocn

zolution

solution ,

une

sur

suivantes,

R~ > fonctions,

Premier principe d'équivalence
51 f, gy b sont des
| f =g et £ «
' De m@me f>e & [ -
f<pg & -

équ

= g -
25 - h
< g - h

ations

sont éguivalentes




L,
gamenstration 1)y i) = gla) = 1(x) - n(x) = g(x) - h{x) dars
ie proupe R,+ . Do mdme, f(x) - h(x) = g{x) - n{x) implique
f(x) = h(x) + h(x) = géx) - n(x) + h(x) donc f(x) = g(x) .
7y Le cae des inépgalités se traite parelllement .

Deuriéme principe d'éguivalence .

51 f,g sont des k- R fonctions et a un réel non nul

o V. 1
T =p & af = a5 & —§ ==-p
81 en outre, a >0 on a

& a
f 264 af 3 a8 & 4 1
f < g & af < gy, <;¢-% f<=—g¢g

%

Y,
miu
]

hémonstration \fY' f(x) < g{¥x) et a >0 4implique af(x) < ag(x) .

e m8me uf{x) < ag{x) et a >0 entralne a~l > 0, donc

’A“1(af(x)) e a"!(ag(x)} donc f(x) < g(x)
2} Les autres relations s'établissent pareillement ,
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LXBERCICES 10. Résgoudre dans I

aYy 0,379 x - 1,4187 = O £) 3x° < 4
b) Jx] < =2 g) jx =6 =9
) mX = 4 = Ex 4+ m k) sin X = 5 = 0
d)-‘-—t:O i.)BinX-%‘:O
t
o
2 Vut o= 6 . j) sinx = cos x

"ie Diophiante est un mathématicien célibre we l'Antiquité, a vrai
dire lec plus grand alpgébriste de lL'Antiquité , Son épitiphe

~—~hdigée scue forme de probléme .
* Diophante passa dans i'snfance le sixiéme de sa vie, puis le
douziéme danu l'adclescence . Un septiéme de sa vie s'écoula, puis il
se maria et cing ans plus tard, eut un fils , Hélas ! Aprés avoir
vacu La moitic de la vie de son pére, cet unique enfant périt d'une
mort malheurecuse , Diophante lui survécut quatre ans . A quel Age
sut-l) mort 2

‘. Démontrer

Y Toute égquation f = g est équivalente a une équation h = O

-, Toute infgquation f > g est équivalente & une inéquatiocon h > O

¢} 50l (fg = 0) = Solk (¥ = 0) v soL (g = 0)

d) Sol (fg > 0) = [Sol(f > 0) a Sol(g > ©)] v [Sol(r < 0) n Sol(g < 0)]

15, Résoudre dana R

3} (5x '('j)(Lf’X * 7) >0

6X = Aa)

) \/X-l = 3




he .

¢) 1 - 2X% <1
1 ¢+ ¢2 z i %
e Y CIr IR D By caen DR
X = 1 X + 1
2
. 1 8§ - x _ . 44X
o) Iy oo =YX o

£y (x -2)° < (1 - 2x)°

2 ) o ke
g) (3x% + 2x - 9)7 = (x° + 2x + 9)°

R) (2x + 337 - hx 4 4) = (ux° - 9)(2x - 3)

, 2 2

i) a™x - a = b'x ~ b

1L, Résoudre dans R

X PR - 1 :

g atkention A . - .

a) 2(x + 2) x4 1 X+ 3% 4 2 (attention aux dénominateurs)

b) 1 + 7x + 8 - 12

2 3 .
W o= 2 X~ o+ 2%+ 4 X7 -8

15. Résoudre dans IR {(en fonction des valeurs des paramétres a,b,m)
1

! - + - I e
a) a - 1 a + 1 a5 - 1

]
e - ! - <
b) afx - a) _ b = L {by - a”)
5 2]
¢) afax - 1) = 2ax = b + !
o] el
d) x{(m® + x + 1) = (x + 1)} + m(m -~ 2)
+ < - i )4 4
p) X a X -a jjb = (gare aux dénominateurs)
% - b % 4+ b D QRN
a b a + b
£ . =
£ ¥ - a * X - b ¥ -2 = b

e
£) X - 2 + X b T X

<A

¥ - b (x + B)° _ 2x(a - b)

h) + = Xy 2
X -a blx + a) X~ - a“
16, Résoudre dans ¢
a) (B3x « BY(~-5% + 2) < O g) mx > x + 2
. X -« § .,
b) 7jfjj§; 20 hY 2mx + %3 < x + Gm
2 : ~ —r .
c) X" -4 >0 i) 2mx + 3 g x + 6m
o
d) ¥ ¢ 9 iy 2% =] 2X =5 o x4 2
) Ix - 1 J m + 1 2(m + 1) B
© x= > @ k) Xk Vo 3x -1 <1
5+ m 2
X -m  2x + % mx
f) = + >
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Lk

R,+,°,< 5t un corps ordonné

1) R,+ est un groupe commutatif (neutre Q)
2) R_,+ est un groupe commutatif (neutre 1)

3) a.{b + c) = a.b + a.c Yasb,c ¢« IR
L) a g b ou bga Va,b ¢ R
a b el bge=3 a gc
agh et bga=>a=>b
a g a
agsbhb<& a+cg b+ Vasb,c e R
agb et ¢ >0 = acg be Ya,byc ¢ R
Quelques moyennes
. -
o . lab r-—b ; a+ b ¢ \;a;_ + bE
moyenne moyenne moyenne moyenne

harmonigque géométrique arithmétique quadratigue

Une¢ moyenne des nombres a et b, m(a,b) est une fonction telle gque
m(a,b) = m(b,a)

et min {a,b}l &« mla,d) ¢ max {a,b!

bguations, inéguations équivalentes

Deux 2quations (inéquations) sort équivalentes =i toute solution de
la praniére est solution de la deuxiéme et réciproquement

Princives dféquivalence des équations et indquations

e 817, g sont des R~ It fonctions

y I
=g & f ~h=g-h
frg & f-h2z-h
I<g & [ ~h<«< g -h
2e 51 1,5 sont des R~ R fonctions et si a e R,
o 1 . i
feg & aul = 0.5 & 40 = Loy
51 de pus a2 > 0
S . , i }
free ad s s & =uf 5 =g
f < g & £ . Py !
- E& a.f < a.g @-5.,1 < =B







