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7 TRIGONCMEIRIE . PTEOINIGUES DI CALCUL . 4h/s 6h/s

Supposé acquis . - Premier contact avoece les fonctions trigonométriques
{chapitre 2] . Pradeit scalaire (chaniiss )

Objectifs . Acquisition dec icrmules d'addition et des formules
associees , [Houvellie étude uvu triangle et de fonctions variées .

CONSTRUIRE Unil TABLE DE VALKURS - TCONOMETRIQUES .

Nous avons pu vérifier la puissance des fonctions trigonométriques
sinus, cosinus et tangente dans la résclution de problémes de mesure
délicats . In pracique, 1l'usage de ces fonctions exige une
calculatrice fournissant par exacmplo sin 27°, cos 50°, etc... Ou

une table dec teillex valeurs o 11 n'est pas mauvals de se demander
comment on a pu construire ¢zs tables pareilles , Comment firent
les grands astronomes de 1'Antiquizé comme Hippargue (2e siécle
avant J.C.) ot Ptolémée (2¢ siécle aprés J.C.) ? Nous n'examinerons
pas isurs méthodes en détail msis nous en dennerons les principales
idées .

H

Suppozans guton parte we o coaneissance de sin 309 % qu'on
démontre sans iiffi:uité, comme novs l'avons vu . Peut-on en
déduire ia valour = 3Ln 1% 2 La clacse ect tentée par % « Ctlest
1thabitude des preporiiorunlités qui conduii a cette réponse .

Nous rappelons aque sin §0° :\/5/; n'est pas le double de sin 3O
ie double do sin 45° = v2/2 .

déterwine, « partir ae sin 30° .

et que sin ¢P = 1 n'test

It pourtant sin 15~ voav
En fait, les Anciens cecouvriront la relation entre un angle o¢ et
sa moitié M//? * . - . ¢l oh (1)
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Nous verrons un pea Nlus toin cormint e ddémonire cette formule

Essayons dien comprondre L'usage ou» 1l réalisation d'une table .

) C e / ; 1
Posons ¥ = sin 1% , Alers (1) montre gue 22X YT - xd = o
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donc x2 (1 -~ =%) = »;}-w on AT AT e e O
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Ltéquation ontonue ntoot pent-tilc vas encore trés facile 4 résoudre
mais nous en percorons bientft Lo sceresl o
On congoit gue ceite méthede de divisions successives d'un angle
Aonnd permetie do calcvier la valeur de sinus el cosinus pour un
angle assez petit, vroche de 1° par exemple . A partir de 1la, une
autre formule remarguable cécouverie dés 1'Antiquité, permet de
caleuler les valeurs des fonctions brigonométriques pour des angles
plus grands, de maniére trés simple .
Celte formule est

cos (m4~p} :=xmw(cosﬁ<»sﬁxu(sinP (

o
~—t




92.

et on a de m8me

cos (o - f3) = cose cosp+ sinu sinf3
sin (x + 3) = sinx coss/l + coso sin (‘3
Ainsi cos 2° = cos2 1 - s8in~ 1°

co3 % = ¢c08 2 cos 1° - gin 2° sin 1°
On peut m8me obtenir cos 15° par un moyen plus simple que (1) :
cos 15° = cos(45° - 30P) = cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30°

WERRE S IR NN SR PPOLITE S PRIRIE

(la valeur exacte est plutét 0,965 car nous avons arrondi chaque
nombre a la premiére décimale !)

Dés lors sin 15° \/1 - cos® 150 A*fofﬁ;— 0,23 (la valeur
correcte est 0,25)

Ptolémée calcula les valeurs pour 36°, puis 72° grice a (15, puis
pour 122 = 720 ~ (O® par (3) et par des techniques analogues, il
parvint a maftriser (3/4) et (1/2) . Ensuite (2) et (3) permirent
le calcul pour tout entier et toute moitié d'entier .
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EXERCICES . 1. On donne sin 1° = 0,017452 et cos 1° = 0,999847 .
Calculer a la wain, une approximation de sin 22, sin 3°, sin 4°

sin %°, cos 2, cos 3, tg 1°, tg 2, tg %2° et comparer ces
approximations a celles que fournit une table ou une calculatrice .

2. Rechercher dans une table de valeurs numériques sin 72° et cos 72°
a) Arrondir au centiéme prés (par défaut) et utiliser ces valeurs
pour calculer a la main des approximations de sin 12° et cos 12°

-~ b) Vérifier si sin® 122 + cos® 120 = 1 d'aprés a)

FORMULES D'ADDITION .

Comment peut-on établir des formules telles que (2) et (3)
rencontrées ci-dessus ., Avouons qu'elles sont un peu étonnantes .
De nos jours, la stratégie est simple . Une de ces formules
découle du produit scalaire inconnu

des Anciens ., Les autres formules
se dérivent de la précédente .
Voici comment .
Considérons dans le plan, un cercle C
\’

coso,sing)

(cosp,siqﬂ)

de centre o et de rayon unité passant
par les points €y € d'un repere
orthonormé ., L'angle o détermine un
point P, de C, de coordonnées

(cos o, sinw«) et l'angle 8 détermine
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Py = (cos/&, sin/A) .

Le produit scalaire 551-65'2 s'exprime

de deux maniéres . Dtune part, il est ot
égal au produit des longueurs de ces

vecteurs clest a dire ¥ et du cosinus

de leur angle, soit cos( -R) .

Dtautre part, il est égal au produit des

abscisses de P1sP5 auquel on ajoute le

produit de leurs crdonnées . Donc '-%-o(
cos (o »[3) = COGK cos(’o + sind sinp (1)

D'autre part, il est clair, pour des

raisons de symétrie , que

cos (-P) = 603/5 et sin (-/3) = —sin/3 2)
Par (1) ot (2), on cbtient

cos (! +f3) =‘cos<xcos(-—f5) + sine sin(-/i)

= COS K COS - sing sin
donc cos (o(’+f:>) = cosr:icosp - sinad sin%5 (3)
Comment passer & sin («+5) 2
On observe (par urne rotation de 90° centrée en 0) que

sino= cos (9Or =~ ) (1)
cosol= sin (G0 - o5
et de ce fuit,
sin (o+f) = cos (902 = (ol [3)) = con ((90° - ol) -f3)

= cos (9° -~ &) cos/_’; + sin (9C° - ) sin/3
= sino/cosf? + cosef sin
et sin (o(-[i) = sino(cos{-ﬂ) + cosdsin(-ﬂ)
= 3ind cosfl - cosx sinfs
donc¢ sin (0(+~j’3) = sinx co:s/i-n- cose( sin f3 (5)
8in (o(-@) = sino ccs/& - cosy sinp
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EXERCICES . %, Dimontrer

tga tteg b

iy tgatghb
5 - retenir est toujours le
b) c¢os5 2a = cos” a - sin” a

a) tgla 1) = Convention : le signe a

signe supérieur ou toujours

sin 2a = 2 sin cOs . PV
4 sin a cos a le signe inférieur .

tg 2a = 2 tgf,‘
1 - tg™ a
c) cos (d+M) = cozs (& £+ 180°) = - coO8S «
sin (d * 7)Y = sin (o £180P) = - sin
d) cos (M -0d) = -« cos &
sin (M - o) = sin &

tg (it -et)

i

- tgeol
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2 tg % 1 - tg %
e) sin a = e cos a = -
1+ tg~ > T+ tg o
2 tg %
tea =7
T - tg 5

4, Démontrer

5

a) sin %3a = 3 sin a - 4 sin
b) cos 3a = 4 cos” a - 3 cos a

a

i

)  tgsa =l tEa - ted a
1 - 3 tg° a

5. Montrer que les expressions sulvantes sont indépendantes de t .
a) cos® t + cos® (120° + t) + cos> (120° = t)
b) cos® t - 2 cos t cos a cos (a + t) + cos® (a + t)

6. Résoudre les équations .

) _ 2
a) sin 2a = te a + cotg a
by t82a _ _2te° a

2+ tg" 2a 1+ tgha
¢) sin 2x = 1

cotg ¥ - cotg 2x

4) cos 3x

cos x = €os 2x -~ s8in 2x tg x

7. Dans un triangle abc, démontrer que
a) tga+ tgb+ tgc=tgatgbtge

b) cos2 a + cos2 b + cos2 c + 2 cos acos bcosc =1

8. Sia+b+c ='§ s démontrer que
tgatgb+tgbtgc+ tgcec tga=1
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FACTORISER .

Nous avons vu que la recherche des solutions d'une équation ecst
souvent ramenée 3 une factorisation ., Supposons que l'on doive
résoudre €os 4X + cos8 6x = 0 ,

Comment faire ? Il serait facile de résoudre cos x = 0 et

cos 5x = O , La premiére équation se raméne aux deux derniéres,
grice aux formules de Simpson que nous abordons & présent .
Reprenons les formules d'addition



cos (a + b) cos a cos b - sin a sin b

cos (a - b)

H]

c0s a ¢0s b + sin a sin b

]
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et additionnons-lés membres a membres, avant de les soustraire .

Nous obtenons
cos fa + b) + cos (a = b) =2 cosa cos b
cos (a + b) -=cos (a - b) = -2 sina sin b

(1)

S1 p et g sont des angles quelconques, posons

+
a::p+q a:L—Z—i

p - q > b=£54

ce qui raméne (i) aux formules de Simpson :

cos p+ cos g = 2 cos-2-§~3-cos 2—5—3

; 2 sinﬁ%ﬁ-sinf—i—l

De m&me, les formules d'addition du sinus livrent

2 sin»fL%}il cos iLé%jl

sin p - 5in g = 2 sin-2~§—3- cos

N

a+ b=op
ou

]

COs D = COS q

L1

i

sin p + s5in g
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EXERCICES . §. Démontrer
a) 1 - cos a = 2 sin® g 1 4+ cos n = 2 cos

-

roje

b) COs 2p = CcOS 2q _

( -
sin 2p + sin 2q © te \a p)

a2 §~~
sin h¥ - gin o
sin 3x _ sin x + 2 sin %% + sin 5x
sin 5% ~ sin fx + 2 sin 5% + sin 7%
e) sin (b+c-a) + sin (c+a-b) + sin (a+b-c) = sin (a+b+c)
= 4 sin a sin b sin ¢
a+b b+c

p

. COS 2% ~ COo
c) tg 3% = p”

d)

c+a

f) sin a + sin b + gin ¢ -« sin (at+tb+c) = 4 sin =5~ sin =

g) (sin x - sin y)a + {cos X =~ cos y)2 = kL sinz 551

10, Factoriser

a) cos Ga - cos 4a - cos 2a + 1

b) sin a + sin b + sin (a + b)

c) cos a + cos b+ cos (a + b) + 1

11, Simplifier cos® (a + b) + cos? (a - b) - cos 2a cos 2b

12. Dans un triangle a-t-on nécessairement

-

cos a + ¢cos b+ cos ¢ =1+ L sin sin

o
0
P-
o)

P

nle

sin

2
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13, Résoudre les équations

a) sin x = 0 J)isin a = sin b &
b) sin x = % : k? cos a = cos b &

- yliga =tgb &
¢) siny = - 0,17 m) sin x = sin y
d) cos % = 0O > i

V@; n) cos™ x + 2 Cos X + x = 0
e) cos X = L & :

- o) cos (5x-120°)=..2.

f)y tgx =1
2) sin 2% = 0O p) sin x = sin 3x
h) sin 3t cos t = O q) tg 2x = - cotg (x -lﬁ+)
i) sin 3t + sin 5t = C r) sin x + sin 3x = 2 sin x

8) 1 + sin X ¢co0s X = cos2 X

14e Voici trols rectangles Rl’ RZ, RB e
2
I'e y o 0 e s -t 3 3 /
dont un scmmet est ltorigine o, ‘“‘\\\\B
dont deux cbtés sont sur les axes

et dont les périmétres respectifs 3

passent par p,, Doy Py de ia maniére =
- 4
indiquée sur le dessin , Si 05 est

1tangle e

-~ v
19D demontrer que ] €1

1 ¥ 0, & aire 93 = aire R, + aire R,
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RIETOUR AUX TRIANGLES .

C
Nous rappeions que dansun triangle rectangle
abc avec § = 90 on a
. ac alt;
sin B = et g b = <=
S Be cos Ge b a

et que dans un trianglc quelcongue abc
on a (bc)2 = (ab)2 + (ac)2 - 2 abeacecos &

t relation qui généralise le théoreme

ette

e Pythagore, permet de calculer un c8té bc

si on conrait déja deux c8tés et un angle . c

Que faire si on connait un secul c8té et deux angles ? b
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FEXERCICES « 1. Deux points a et b sont situés de part et dlautre

d'une riviére . A partir de a, on trace une ligne droite ac et on
mesure ac = 275 m . Des mesures d'angles livrent c&b = 125 40',
alb = 48° 50' ., Quelle est la distance de a a b 2

(atteniion : si vous utilisez une calculatrice en degrés d'angles,
il convient de convertir les minutes en dixiémes et centiémes de
degré) .
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16, Une tour de 125 m de haut est bitie sur une falaise au bord
d'une riviére . Du sommet de la tour, l'angle de dépression sous
lequel on voil un point de la rive opposée est de 28° 40' . Du

pied de la tour, l'anglce de dépression du m&me point est de 18° 20' .
Quelle est la largeur de la riviére et quelle est la hauteur de la
falaise ?

17. ¥n partant de p, un pilote d'avion parcourt 125 km dans la
direction N 38° 20' ¥ et ensulite il fait demi-tour ., Il se trompe
et effectus 125 km dans la

directicn 5 51°® LOY E ,

Quelle distance doit-il

alors parcouri: et dans

quelle dircciion pour

atteindre u 2

(on suppose que la Terre

est un pian; .

18. Trouver, at millimétre
prés, la longueur dlune
courroie pagsant sur des
poulies de rayorn3 15 c¢m

et 5 cm si ia distance

des axes de celles~cl .

q
est de 30 cm . ::::::::::::::Ssi>
19, Discuter des procddés :—_‘—p'.:\

permettant de :
a) déterminer la distance d'un point

accescible p & un point inaccessible
VU : . *q
q situés & la nmdmz altitude . p

[ ]
b) déterminer la distarnce do deux <§§§§§§§§§§§§§§S
c¢) détermincr la hauteur d'une tour

oints inaccegssihles p.,a dans un plan .
] 4

dont le pied est accessible sur un

terrain heorizeontal . fl
d) déterminer la hauteur diune église '
dont le pied est inaccessible .

e) déterminer la hsuteur d'une montagne .

f) déterminer le rayon d'une tour ou '

d'une enceinte circulaire inaccessible .

20, Du sommet s dYune montagne, on voit dans la plaine, deux points
a et b dont la distance est de 2 km . Les lignes de vision de a et




Y2

b font un angle de 32° , L'inclinaison de la premiére ligne de
vision par rapport a un plan horizontal est de 16° et celle de la
deuxiéme ligne de vision est de 21° ., Calculer a 1 m prés, la
différence d'altitude des points 8 et a , Notez bien que a et b
sont situés a4 la m&me altitude .
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FONCTIONS ET EQUATIONS .

EXERCICES ., 21, Inventer, dessiner et décrire par une formule, des
fonctions de période 1, de période 2, de période r ,

22, Parmi les fonctions suivantes, quelles sont celles qui sont

périodiques ? Si tel est le cas, déterminer la période
2

a) X — X b) X — 2x + 1 ¢c) ¥ — s8in 2x
o d) x — tg(-x) e) y — Yy f) t — t - [t]
g) t — sin t° h) t — 3 sin t 1) t — sin(t - 7)

25. btudier le graphique de t — cos t cos 10t

2Ly, Représenter sur un méme graphique

a) X — sin x b) x — sin(x + %) c) x — sin(x + g)
d) x — sin(x +¢)

Quelle est la période de sin(x + ¢) 2?2 Comment passe-t-on de a) a
d) ? La fonction cosinus apparaft-elle en d) ? Et tangente ?

25, Représenter sur un m&me graphique

a) X —= cos X b) x — cOs 2% c) ¥ — cos(=-x)

d) x — cos 5x e) X - CcO0s ax

Quelle est la période de cos ax ? Comment passe~t-on de a) a e) 2

26. ktudier graphiquement x — cosf{ax +9¢) .,
Quelle est sa période ? Comment est-elle liée a X — cos X ?

27. Etudier graphiquement t - a cos(bt + c) .

28 . Etudier graphiquement
a) ¢os X + s8in x b) 2 cos X - sin x c) cos 2x + sin 3x
d) cos 3x cos X e) sin x cos 2x

29, Résoudre

a) sin x = - V3/2 i) sin 5xX = - sin x

b) cos X = - 1/2 j) 8in(3x - "/4) = sin x
c) tg x =/3/3 k) cos 2x = - cos x

d) 2 sin 2x = -/2 1) cos(2x - */6) = cos x
e) cos® x = 1/4 m) cotg(2x - 7/4) = cotg x
f) tg 3x = -1 n) tg 2x = cotg x

g) cotg 2x = ..v§y3 0) sin x = tg X

h) sin Sx = sin 3x p) sin2 X - cos2 X - cos X = 1
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q) sin x + 3 cos x = 1 (difficile) v) sin 3x + sin x = O

r) 3 th X+ 5 = ?B%”i' w) 3 sina X -5 cos X =4

s) 3 sinax + 4 sin x cos X + cosax =0 xX) 2 cosx+ 3 =1L cos x/2

t) 2 cos x sinx + 2 sinx + cosx + 1 =0

A
u) 5 cos”™ x + 2 sin® x = 11/h y) sin 7x - sin x = sin 3x .
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ARC SINUS .

Dans les exercices précédents on est amené a déterminer y connaissant
par exemple sin y . Il est utile d'introduire une nouvelle fonction
correspondant a cette opération .

Lorsque x = siny et que y € [- %, g] , On pose

X

arc sin x = y

) S
(qui se lit y est 1l'arc dont X y’.ﬁ

le sinus est égal & x )
Ainsi arc sin = 30°,

arc sin —lgiz - 450,

arc sin O = 0, arc sin =1 = = = , LT _____.

S pre—

nop—

&
N 3

-1

Pourquoi se limiter & y e [- -?’1, g»] ?

Pour que arc sin soit vraiment une fonction ., Dés gqu'on prend un
intervalle plus grand, la drolte horizontale par le point (0, Xx)
recoupe le graphigque en deux points ou davantage et arc sin x
deviendrait ambigu .

Bien entendu, on pourrait choisir un autre intervalle que [— g, g]
mais c'est 1& le choix le plus naturel, le plus grand intervalle
contenant O, sur lequel sin est une fonction croissante .

Et nos calculatrices ? Connaissent-elles arc sin ? Quil .,
Considérons une TI 58 C a titre d'exemple .

La fonction sinus se traite comme suit :

pour obtenir sin (- 39°) on réalise

39 2nd sin

La machine affiche 0.629320391

Pour obtenir immédiatement arc sin (0,629320391) on réalise alors

2nd INV sin

et la machine affiche 39 ,
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Voici le m&me travail sur HP

\ 39 £ |sin

Affichage : 0.629320%91
-1

24 sin

Affichage 39 ,

A noter : dans les livres anglais, arc sin x se note plut8t sin“] X

qu'il ne faut pas confondre avec EE%T?F .
De m8me, si x = cos y et y « [0,77] on pose

1

arc cos x = y

qui se lit "y est
ltarc dont le

— cosinus est égal < |
ax™
X
e TX o |
X |
'I;Y I
. . Y1 n
Enfin, si x = tg y et y e[- 55 5 ] f f
r 4

on pose ] :
y = arc tg x I e ba 2 I
_%{ ° %}

l
|
i x l
| l
[ |

EXERCICES « 30. Utiliser une calculatrice pour réaliser successivement
les calculs suivants :

a) sin 45 = X, arc sin x " f) tg 3 = x, arc tg x
b) sin(=78°) = x, arc sin x g) sin 37° = x, arc sin x
c) sin 120° = x, arc sin x h) sin-ﬂgifz X, arc sin x
d) cos 120° = x, arc cos x i) sin 1 = x, arc sin x

e) cos 1° = X, gagrc cos X

31. Quels sont les domaines de définition des fonctions arc sin,
arc cos, arc tg ? Ces fonctions sont-elles croissantes, décroissantes,
périodiques ?

‘/ 2
22, Démontrer qu'on a tg arc cos x = __l_%_f.- pour x € [0,71]

’ ’ - - & }
33, Résoudre l'équation arc sin x = arc sin ¢ + arc sin 3
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34, Compléter
sin(arc sin x) =
cos{arc sin x) =
sin(arc tg x) =
N.B., Cet exercice couvre un piége ,

35, Démontrer que
arctha—b Zb"a__

t:v@; ) a v@; -3

en précisant pour quelles valeurs de a et b, 1l'égalité est valable ,

+ arc tg

RESUME




RESUME
Tdentités "remarquables"
sin2 X + cos2 ¥ = 1
sin % i
te ¥ = =
& COs X cotg X
> 1
tg"x+1=——-—7——-
cos~ X
2 i
cotg™ x + 1 =
sin™ x
sin(a + b) = sin a cos b ¢+ sin b cos a
cos{(a + b) = cos a cos b 7 sin a sin b
g * tg b
tp(a + b) = L4822 LR D
o ) T3 tgategb
sin 2a = 2 sin a cos a
- 2 e = D 2 -
cos 2a = ¢c0s” a - sin“ a = 2 cos" a -1 =
>
tg 2a = 2t ‘a
Lo
1 « g™ &
o - >
sin a = = 5Da/“
1+tg& a/'r.,
)
- e 2
cos a = ! tug 2/
1 + tg™ a/2
1 ~ £ a/2
. . . )y + g D - q
sin + sin = 2 gin & Sl
P S1in g e 1——-2-*0 CLDT
- - . - +
sin p = sin q = 2 sin Eﬂpuﬂ_. cos £~?—3
- + -
COs p + Cco8 g = 2 cos sz—g .« cos 2 4
. + . -
COB P ~ C0OS5 q = ~ 2 "1n-3f,il- Sln-Eeri
Arc sinus
~~ . ' i T n u
S5L x = siny et y e [~ Ty 5] ’ aliors
SL ¥ =cosy et y € [G, 7 ] s alors
Six =t 2, = 1
oL X = tg y et y € -3y S| alors

1

- sin2

arc sin x
arc ¢os X

arc tg x

-
=~

a

Y




