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Rappels: chapitres 3 et §

FONCT T- CROISSANT ANTE ?
BREF, A-T-ON # OU Y 7

Nous demandons d'établir un graphique de la fonction
f: x-a-xs - 0,01 x sur [—i"();IO]
et d'étudier la croissance de cette fonction,

L.'idée de départ de nos éléves est de calculer patiemment un certain nombre de
points du graphique, & intervalles réguliers. Les calculatrices sont dégainées.

Réfléchissons et observons, tout en calculant. Lorsque x est assez grand, mettons
xr) 2, on voit que f(x) est proche de xs et que 0,01x peut etre négligé. 11 en va de méme pour

X"'Z.

lLLe graphique de X o xs que nous devons connattre deéja, livre donc une
premiére approximation du graphique de f (figure 1).

Que se passe~t-il pour f dans[-2,2)? *3
’ 2%
Ona j

x5 - 001 2 = >:(><4 - 0,01)

5

et de ce fait, f(x)=0 pour x=0 ou pour

>:4 -1 =0

. . . (o,l0
Cette derniére expression est équivalente & ! )i

>:4 = 10‘2 ou :-12 = ¢ 10-]

+ —how
&) x
ou

s i‘ 0'316..- = .‘,"

Yo'
10

Figure 1
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Dés lors, nous-pouvons deviner que la fonction aura 1‘allure de 1a figure 2 et ce, sans
faire de calculs,

f(x}

y = xs - 0,01

CR)

(4,0)

Figure 2

Nous pouvons le vérifier gréce 3 un programme qui calcule des valeurs de o) en
donnant un accroissement (& fiker) de »,

TI-S6C BASIC (TRS 80)
LRN S CLS
2nd Lbl A . 10 INPUT "Valeur initiale de X = "ix
STO00 20 INPUT “Accroissement = "JA
R/S 30 INPUT "Valeur finale de X = '\F
Z2nd Lb1 B 40 FX = X%¥5 - 0,01%X
STO 01 50 PRINT "X = "X3" (X} = "{FX
2nd Lb1C 60 X=X+A
RCLOG + RCLOT = 70 IF X) F OR X=F GOTO 80 ELSE GOTO 40
STOO00_ 80 END
RCLOO y*'S - (0.01 » RCLOO)=
R/S
GTOC
LRN
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Fonctionnement:
prenons par exemple 0O A ==8 f(X) = -3124.95
018 X=-4 (X} = ~1023.96

et 1a machine affiche t(x) en x=0.1 puis . X==3 f(X)= -242.97
on presse R/S et elle affiche f(0,2) etc... ) ==2 (X} = -31.98

X==1 (X)) = -0.99
Attention: ce programme ne convient pas X=0 $#(X)=0
toujours & dcg(valeurs négatives de x X=1 £#(X) = 0,99
parce que -2y S n'affiche pas -32 X=2  f(X) = 31,98
pour certaines calculatrices. X=3  f(X) = 242,97

X=4 $(X) = 1023.96

On obtient une vision plus fine en mettant un accroissement de 0,01 et pour une
valeur initiale comme x=0,15.

Une question se pose: peut-on prévoir et détecter de maniére systématique les
madifications de croissance et de décroissance d’'une fonction ?

La réponse se trouve dans un résultat fondamental gue nous allons accepter
momentanément sans démonstration.

THEQOREME 1 Soit f une fonction d'une variable réelle définie sur un intervalle I (ouvert ou
fermé, segmant, demi~droite ou droite) et supposons que f posséde une dérivée f'.
Alors

(1) £'{x) 3 0 pour tout xel implique que f est croissante sur I (c'est-ad-dira % < xz implique
f(x‘) K4 f(xz) 15

(2) %) & O pour tout x& I implique que f est décroissante sur I (c'est-d-dire Xy < Xy
implique f(x.‘) Y f(xz) 4

(3) £'(x) > O pour tout xel implique que t est strictement croissante sur I (c’'est-a~dire
Xy < XZ implique f(x.') < f(xZ) )Y

(4) £'(x) < 0 pour tout x&I implique que f est strictement décroissante sur I (C'est-a-dire
Xy < X%, implique f(x,) > f(x ) ).
1 2 ] 2
Réciproquement, si f est (strictement) croissante sur I, '(x} 2()0 pour tout x et si f est
(strictement) décroissante sur I, £'(x) W0 pour tout x.

St on se souvient que () Tivre 1a pent la t =f(x) en 1. et s10onrelie la
pente de la tangente & la croissance ou décroissance de ; ce théoréme n'a rien d'étonnant,

Voyons comment le théoréme s'applique a notre probléme. Le professeur livre

f(:0) = >:5 - 0,01 %
et livre sa dérivée ( on verra plus tard comment elle se calcule) ;

£160 = §x* - 0,01

l.a classe est pride d'étudier les variations de signe de f'(x). C'est une question qui nous
raméne aux factorisations:
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5x? - 0,01 = Y52 + 0, IEZ - 0,1)
2 4 ¥
= (' x2 + 0,15 % +)0,1 16 x -6

y y
dont les zéros sont 0,1 A5 = -0,21... etYG,1 AS = 0,21...

Donc

] ~-0,21 0421
"S'xz + 01 + + + + +
v;x oo | - 0 + + +
hx -¥6,1 - - - 0 +
sx?-000 | ¢+ 0o - 0 .

et nous complétons ce tableau par une ligne qui schématise 1a croissance de f et qui indique
les minima et maxima locaux rencontrés :

» -0,21 021
&5 - 0,01 + 0 - 0 +
xs - 0,01 % max \ min /
tangente tangente
horizontale horizontale

Sur un graphique, ceci livre 1a figure 3 qui confirme que 1a figure 2 avait été correctement
établie.
|

+0.04

0.00

0.1 Jo.> 4 X

Figure 3
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Nous voyons tes avantages de cette méthode: V'é4tuds du signe de la dérivée si elle
peut etre faite avec précision, livre une vision sQre des intervalles o0 la fonction est

croissante ou décroissante,

RN R N S S e N R S S R R I N R R IES XN AN SRS SR DI SIS CRNRTNTER SR

EXERCICES

1. Etudier rapidement la fonction (x-a)s - 0\01x pour tout x €M et pout tout agR.

2. On donne la fonction fy sa dérivée f' et un intervalle 1. Déterminer un tableau
variation du signe de f' sur I et de la croissance de f. Introduire ces donndes dans 1
graphique. ' M

f £ 1
a) x - sin x 1 - cos x [-1zmizw]
b X241 15% ~900x-5| 3x2+22%~900 [-10%10%]
ao¥x-1 | 1 [1 +oof
=T
d) e* e "

3. Faire une étude des fonctions suivantes, données avec leurs dérivées, en utilisant toutes
les techniques connues : recherche du domaine de définition, examen des limites de la
fonction aux extrémitds des intervalles de définittion, idée du graphique par des techniques
de superposition de graphiques, tableau de variationy calcul point par point, etc...

f(t) A MY
a) a.,cos t ~a.sin t a ey
b) tos bt ~b.sin bt b € R
c) cos(t+c) ~gin(t+c) c € R

d) traiter a)b)yc) sur un méme graphique pour diverses valeurs des paramétres ab,c,

1 -2
e)
2 2 ..2
% =1 (% =1}

4, Voici un assortiment de 4 fonctions 112,34, données par leurs graphiques. Leurs dérivées
sont donnédes dans le désordre par A8,C\D. Rétablir lV'ordre exact. Les dérivées des
dérivées, ou dérivdessecondes, sont données dans le désordre pard .P‘X.S . Rétablir Vordre
exact.
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} Fonctions:

4.

Dérivées secondes ¢

A as e o e e

i
!
¥
i
§
§
[
¥
f
i
4
#t




EABRIQUER UNE BOITE
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e mneeenen SISO 1 JEORO

£

On désire fabrigquer une botte & fond 7
carré at sans couvercle, en découpant les (7
parties coloridées dans une feuille - /

métallique carrée.

On souhaite que le volume de cette
botte soit sussi grand cue possibla!
Comment faire ?

On introduit une variable %, longueur
du cété d'un carré découpé. Alors le
volume V de Ja botte s'exprime par

V = x.(100-20° et x€[0,50)

//
La question se raméne & la recherche du %
g

maximum (éventuel) de V. La classe calcule

o

A

P .-.a..-g.o-"'t..-»o".-v.-

V= 104x - 400):2 + 4x3

et le professeur livre 1a dérivée
v = 10" - 800x + 1252
Comment varie le signe de celle~ci ? C'est le signe du trinOme

1252 - 800x + 10°
dont les racines sont

800 1\[8002 -a.12.10°
54

" 800 & 400 =/50
24 N

161‘”’
Donc le tableau des variations de V est

X 'o t¢.6.. 50

v'l+ 6 - o
v 7 max . min

Ceci montre clairement que le volume V est maximal pour x=1646... Une derniére remarque: le
physicien bondirait en voyant une plaque de c6té 100, Il s'agit bien sOr de 100 unités et on

découpe des carrés dont le cOté vaut environ 16,6 unités.

MAXIMA ET MINIMA

Soit f une fonction définie sur un intervalle cuvert I et p€ L.

On dit que f posséde un maximum local en p s'il existe un intervale [a,p) avec a€l,
a < p sur lequel f est croissante et un intervalle[pyb] avec bel et p< b sur lequel f est
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décroissante.
De weéme, f posséde un winimum 1ocal en p s'{l exists un intervalle [apJavec a€l, ad P
sur lequel T est décroissante et un intervalle [p,b] avec b€l et p { b sur lequel f est

croissanta.

P .../ :
R

: ¢ K :
P ? a
1 - X l -
/ = PPN P ® *
maximum local minimum Jocal

x«.-.-.‘..- ve

nswen e wen o

Sur ce dessin, 13 fonction admet un minimum local en tout point m et un maximum local

aen tout point M,
A noter que la plus grande valeur de f { le maximum global ou abgsolu de f) peut étre
supérieur & tout M et que 1a plus petite valeur de f { le minimym global ou absoly de 1) peut

étre inférieur & tout m.




3

IHEOREME 2 St f ast dérivable sur un intervalle ouvert I et si f possdde un minimum local
ou un maximum localen p€ I, alors #'(p) = 0.

Oémonstration : prenons le cas du maximum local. Gréce au théoréme sur la croissance, on
aque f(x)30sur{awp] et f(xI$0 sur (P ol agp byep
donc

(P10 et f'(p)S O ce qui force f'(p)=0.

Un raisonnement analogue se tient pour un minimum local.

Attention ! L3 réciproque n'est pas vraig. L'exemple de x.....pxa. dont la dérivée est

nulle en 0 et qui est strictement croissante sur® ; le montre bien,
En pratique, cela signifie qu'il faut accorder une attention prioritaire au signe de la

dérivée et pas seulement A ses zéros.

Notons encore qu'une fonction peut posséder un minimum ( ou maximum) local en un
point ol la dérivée n'existe pas. En voici un exemple:

2

y='x *2}

A

m

Le dessin suggére clairement que 12 limite de la pente en » =% V—Z—n'existe pas, que
cette pente a une limite & gauche et une limite & droite qui sont de signes cpposés.

On observe & nouveau un maximum Jocal M qui est loin d'étre un maximum absolu
puisgue lVensemble des valeurs de la fonction est une demi~-droite positive dont M est un

élément parmi d'autres,

R N N S I AN N S S T N S T S A T A N I I S I N AN SRS SN T IR TINIES
1. Vitesse instantanée

l.a notion de dérivée est née historiquement en liaison avec le probléme des tangentes
a une courbe et c'est par ce biais que nous V'avons abordée.

Mais d'autres problémes, de nature physique, faisant intervenir le temps, ont joué un
rdle déterminant dans cette naissance. Aujourd’hui, 1is Hvrent un champ d'application pour
la notion de dérivée; qui couvre toutes les sciences un tant soit peu mathématisées.

L'exemple de base est 1a notion de vitesse, Considérons un point mobile sur une droite
munie d'un repére., A linstant t, la position du point s'exprime par une fonction x(th,

Accordons un accroissement A\ t a t.
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A Tinstant t + A t, la distance parcourue par le point mobile s'exprime par
V'accroissement de Ja fonction x, c’est-a-dire

Doy = n(t +4AL) ~ x(b)

-

La vitesse moyenne du point sur le trajet & x ou durant Vintarvalle de temps At est égale
par définition &

JOx_xt 40 - x(t)

Ym AL © (L *AD -t

Cette notion est acquise depuis V'Antiquité et asujourd'hui, les enfants apprennent 3
Ta mattriser dés T'école primaire.

Physiquement, nous entrons en contact avec une notion de vitesse instantanée que
nous ressentons cheveux au vent sur une bicyclette, que nous observons sur le tableau de
bord d'une voiture ou, ce qui est plus désagréable, sur le radar des gendarmes. Ceux-ci ne
verbalisent pas sur base d'une vitesse moyenne e~cxuant 120 km/h mais bien sur base d'une
vitesse instantanée. En cas de choc frontal, ce n'est pas la vitesse moyenne qui L.t
impliquée dans les dégats mais bien la vitesse instantanée. La notion de vitesse
instantanée s'impose donc physiquement. Mais comment la cerner sur le plan mathématique?

On peut obtenir une approximation de précisio~ rroissante en considérant 1a vicsse
moyenne sur un intervalle de temps de plus en plus petit. Finalemein, ¥= vitegge ingtantange

3 Vinstant t est
by it +A 4 ~ Yy

vty = tim 2= = %'(t)
At+0 At Atel At

donc v.(t) est la dérivée de la fonction de position » par rapport au temps, 3 Tinstant t,
1 -

Voici une exemple bien connu dans le cours de ohysique., Si un objet est lancé
verticalement vers le haut, dans le vide ol régne ung pesanteur supposée constante et
d'accélération égale & gy & une altitude initiale Xy et avec une vitagse initiale Ve! son

altitude » & 1instant t est égale a
2
wity = - gt 4+ 3 (1}
vty = - * vot >‘o

et 53 vitesse a Vinstant t, soit v(t) est égale &

vit) = (k) = ~gt + v

j ' =y /g etd
Celle-ci s'annulle (moment ol 1'objat ces;e de monter et retombe) a Yinstant t vozg
cet instant, altitude maximale est atteinte !

2 2 v 2
= __\:Q- +:-g- + % = A '*._Q.
" “ o £
manx 29 g 29

2 .
L'étude de (1) est au fond celle de la fonction x-s ax +bw + C entreprise en 4e, avec

d'autres notations adaptées & la physique.
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La dérivée ast née durant 1a deuxiéme moitié du 17e siécle, & 1a fois dans les travaux
de Newton et dans ceux de Leibniz. Elle est basée sur 1a notion de limite mais celle-ci ne
sera pas mattrisée mathématiquement avant 1830, avec Cauchy, It faut donc prés de 150
ans pour que les mathématiciens comprennent la merveilleuse mécaniqua héritée de Newton
et d'autres, En attendant, 1a notion de dérivée est plutét floue.

Comme & x tend vers z8ro lorsque A t tend vers zéro D /A t tend vers 0/0 qui est
indéterminé. Les péres fondateurs se débrouillent en décrétant qu'en fait &  tend vers une
valeur infinitésimale ( ou infiniment petite ) mais non nulles notée dx et que & t tend de
méme vers dt. Comme D) x et At représentent des différences, on dit que dx et dt sont des

ditférentielles. Ce seraient donc des infiniment petits et on aurait

(L) = ffi et dx = x'(t).dt

Aujourd’huiy ces conceptions ne sont plus indispensables comme on 1'a vu, mais la
notation dx/dt est demeurée fortement ancrée et elle possede des avantages techniques et

théoriques divers.

11 est indispensable d'en assimiler le maniement pour suivre un enseignement
mathématisé de niveau supérieur.

3. Taux riation instantané

{.a notion de vitesse instantaneée se généralise comme suit en des notiong ayant des
applications en physique, en biclogie, en sociologie, en économie, etc...

Considérons une grandeur scalaire C, variable dans le temps, qui s'exprime par une
fonction d'une variable t.wC(t).

le: C peut étre

1) un capital
2) une population
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3} une quantité de rayonnement traversant une sus face déterminéde

4) une distance

9) une vitesse

6) un volume d'eau de riviére passant dans telle ville durant un intervalle de temps

Dans les diverses sciences concernées, on s'intéresse & 1'accroissement
C=C(t +4t) - Ct)

de la fonction C durant un intervalle de temps O ¢,
Dans YTexemple ot C est un capital place avec un intéreét i applicable de mois en mois,

Ot prend une valeur privildgiée égale & un mois. Le tayx de variation moyen de C durant
Tintervalle de temps A t est AC/A t et le tayx de variation ingtantané de C & Vinstant t

est
Cuty = B & gy QE2AD - CR)
dt "o At

Pour certains exemples cités ci-dessus, C'(t) porte un nom classique !

1) intérét

3 flux de rayonnement
4) vitesse

3} accélération

6) débit

4, Qérivée et popylation

La notion d'explgsign démogqraphique a été comprise gréce au modéle mathématique
suivant.
Considérons une population comprenant un nombre N(t) d'individus ol t est le temps,
avec N_ le nombre d'individus & V'instant t= 0.
ne hypothése simple et plausible quant & Vévolution de N(t) est que le taux
d’accroissement de N est proportionnel 4 N si 1a population se développe dans un milieu
favorable (pas de prédateurs, pas de fléaux, nourriture abondante, bref un jardin d'Eden}.
Dés lors

N'(E) . -
Nw(t) = ¢ ol ¢ est une constante
ou
'%N"-"-ﬁ.dt ou N -~eN=0 (1)

Ceci est un exemple d'dquation différentielle. C'est une égquation dont 1'inconnue est une
fonction N et dans Y'équation on retrouve cette inconnue et certaines de ses dérivées,
On verra en classe de 6e que la solution de (1) avec N(O) = No est

NCE) = NO.eCt ol e = 2,718...

La constante c se détermine par un recensgement de 1a population, par exemple en t= SO
{ans).
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Voici un exgmple numérigue imitant quelque peu la population mondiale (en &tres humains).

9 .
Si No =4,10" (4 milliards d'habitants) et si i3 population double en S0 ans, on a

NSO) = 8,107 = 4.10%,099€

d'oQ on tire
C = 0'0‘ 38---

Quelle sera la population au bout de 200 ans, dans e jardin d'Eden ?

9 200.0,0138 10

N(200) = 4,107.(2,718) ~ 6.10

Bref, "nous" serons 60 milliards !

L'explosion démographique peut ainsi étre prédite sinon jugulée.

R R R R R S I S R R N N N N N N I N N N S S E SN NN TR IR EI ISR ITTST

EXERCICES

3. On considére le mouvement rectiligne d'un point sur une droite, avec ur:e position initiale
v_=0,

On donne le graphique de la vitesse en fonction du temps. Dessiner approximativement le
graphique de la position x en fonction du temps. Interpréter le graphique en langage
physique (accélération, maxima, choCs.. ).

a) b}

| v \v

c} d)

;‘B
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e) ” ’ f) 4 v
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0E LA TECHNIQUE

Souvenons-nous de la définition d'une dérivée:
100 = Tim T ;" £l

a» 0

Nous allons développer diverses techniques permattant le calcu) des dérivées mais nous
ferons d'abord un peu de bricolage pour faire le point des difficultés.

Un icol

1) Considérong 1a fonction y = px + g ou pyq sont des constantes réelles. Son graphique est
une droite de ccoefficient angulaire p. On peut donc s'attendre & ce que la dérivée soit
égale & py pour tout »x. Voyons cela !

lim retx#g) + QI"'[P‘A + Q] = Yim Ef., P

a» 0 a as0

Notons les cas particuliers od fO0) = » et f'(x)=1, f(x) = g et £'(x) = 0.

2) Quelles sont les fonctions les plus simples aprés le polyn®me du premier degré 7 Les
puissances entiéres x-s % , nejN sont de bonnes candidates. pouvons-nous déterminer
leurs dérivées ?

n n
I1 faut examiner (Ma,.' X, La difficulté est que nous n'‘avens pas de formule

disponible pour développer (x+a)” sauf pour n = 1, 2, 3. Ici: on entre vraiment dans le

bricolage en attendant mieu:.

(:«:*a)n = (M+adxtd).. (¥+a)
- x" . nax"q . g(gz—]) a2>{n-2 R n(n—'l;g;-g) a3}(!’:-'3 ..+ an

Ayant plus ou moins digéré ce pas, la dérivée est 3 portée de la main :
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n n
. (x+ -3 -
W x+a) ® zn.xn‘

a»0

donc

fix) = x":.} %) = m:"’1 pour tout n& W

Notons que ceci englobe f(x) = x (pour n=1) et () = 1 (pour n=0),

! 3. Nous venons de nous rendre compte que le calcul direct d'une dérivée n'vwat fRas
‘ nécessairement facile quand on dispose seulement de la définition. Nous reculoms qualque

peu devant le calcul pour un polyndme quelconque.
Un brin de théorie va bientot rendre 1a téche plus aisée. Systématisons.

4. Derivée d'une somme

Considérons l1a fonction f(x) + g(x) = s(x) an admettant gque chacun de ses termes
posséde une dérivée. On a

o glxra) - 500
g'(x) = lim x : &
a»l
= Tim f(x+a) + gix+a) - f0) ~ gx)
a
a0
i - ) ) -
= Tim 1(x+iaz f(x)+hm 9(51-:) gix)
a»0 a-»0
= fi{n) + g'u)

Donc [f(x) + g(x)] *x ' (x) + g'(x)

5. Qdrivée d'yn myltiple c.fO c €

Considérons la fonction cf(x) obtenue en multiphant f par une constante c.

) ~ el . +3) ~ (1
[erx] = tim gfGata) = cfCo) | po Toxta) = 00
= ¢ 100

6. Gréce 4 4) et 5), nous pouvons déterminer la dérivée d'une fonction F qu serait
combinaison hinéaire

= X ¢
E )\lf1+>«2f2+...+ R A eR

de fonctions f]. fzv..., fn dont la dérivée est connue. On a

.: [ x ’ [}
(Xm +xzf?_»...+xnfn> le‘ +d 1, *...+\nfn

Cect s'applique immédiatement aux polyndmes entiers, gréce a 2). Ainsy

. 3 2 ' 3 ' 2 3 » .
(5" ~ 102 + 900x - 500) = (5¢7) - (10x7) + (900:)’ ~ (500}




= 152 ~ 20% + 900

Nous venons de procéder 3 un progrés important. I1 n‘empe@che aue le bricolage de Z) nous
reste encore sur V'estomac,

7. Qérivée ¢'un produit

Considérons le produit de deux fonctions f(x).g(x} qui ont chacune une dérivée en tout
point de V'intervalle I. La classe est préte 3 parier que (f(x)g(x))' = £'(;)g'(x), Yoyons cela,

f(yvalalxeal - fx1gx) = flu+algixta) - fixiglx+a) + fGIglxk+a) - fOIgGY

= [f(>:+a) - f(x)] gix+a) + f(x) [g(x*a) - g(x)]

1 3 - - . - 2 - 3
Donc {f(x)g(x)) = lim focta) 102 1im glx+a) + im f{x}. him glera) - 900
a0 2 a0 a0 as0

ou
[foag0o) = fo0am + fo0g'tx)

Nous découvrons une formule inattendue. pour 1'établiry nous avons utilisé des propriétés
rencontrées pour les limites mais aussi que

Tim gix+al = g}
a+0

Ceci est correct car g est dérivable donc continue ( Chapitre 9). Ceci permet de conclure
qu'on a Yégaliteé souhaitée,

Remarque: cette remarquable formule due & Leibniz se généralise & un produit de plusieurs
facteurs. Ainsi, "f(x)g(x)h(x)]‘ = f{x)g(x)h(x) + f{x)g'(x)h(x) + f(x)g(x)h‘(x)]dés que fiyah sont

dérivables. e

. . . n .
8. Dérivée d'une puissance entiére () = , nentiery, n3 1

Fevenons au travail accompli péniblement en 2). Gréce & 7) on peut faire une
démonstration par recurrence, tout 8 fait au point. En effet, pour n=1, ncus savons que

00 = Tim —= = lim ~:-=um V=
a0 a0 as0

{;+a) ~

A présent, supposons que la propriété soit vraie pour n=N et prouvons que dans ce
cas elle est vraie pour n=N+1.

Sachant que (>.',N)‘ = NmN-} + on doit montrer que (;:N” )= (N4 ).,«N Or

N+1 N
S M (>:N.>:)’ = (';:N)'.:.-: e

N~1
= Nyt X

= (N+} ).;-:N

Ceci achéve la démonstration,
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Désormais notre édifice paratt plus solide. I1 n'empéche qu'il faudra revenir un jour
8 (x+a) 4 quel que soit n .

3. Derivée d'un quotient

Une technique tout & fait semblable A celles qu'on vient d'utiliser permet de prouver

[m]l - [} - 1
a(x) g(x)z

10. Les formules obtenues nous permettent de calculer -~ gare aux erreurs - les dérivées
des fonctions rationnelles ou quotients de polyndmes développés. Nous examinerons
d’'autres fonctions par la suite.

que

Nous demeurons encore désarmés pour des fonctions telles que

-51%241) et Geep)"

R T R N N N N I R S N N I T R I S s N R N N N N N T RN NSNS NI NERRE D

EXERCICES

6. Calculer les dérivées des fonctions suivantes

<
~<
]

A
~
i
(€]
1
H
X
+
€O
W
t
-~
+
(2]

h)y

“’i

®T= 3+ 2
7. Trouver des fonctions dont la dérivée est égale a
al 3x2
bl Ox - 1

[ B

2

»
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d) 0
>:2(x+3)

80 SO’lt Y = “'"“—‘g‘“"‘n

Ta tangente fait-elle un angle de 45° avec Ox *.

En quels points de la courbe représentative de y, en axes orthonormés,

N R R R N R S N N I T N R R S R S N N A SIS RSSO SIS SRS RERITIIRESINRT

QERIVEE D€ FONCTIONS RECIPROQUES
THEOREME 3 Soit f une fonction dérivable sur Yintervalle I et possedant une réciproque
7). Sotent p € 1 et a = (p), Si 1(p) ¢ O, alors f~) est dérivable en q et

(f"‘ P(q) = _.l__ = ....l_....

ey 1 Han

Rem3arque! il ne faut pas confondre la fonction réciprogque (f'])(p) et la fonction inverse
ﬂp)q = 1/flp)y mais on constate gr@ce au théoréme que la dérivée de la réciproque est “"en

gros" l'inverse de 1a dérivée.
Démonstration  posons 7= g et y = f(x). Alors

glyl-ata) _x~p
Yy - 9q f(x) -~ f(p)

2\ yne expression définie pour tout » # p cary par le théoréme 8 du chapitre 9, f est
COinue sur 1 et par le théoréme 6 du chapitre 9y f est strictement croissante (ou
?ét‘\issante)i donc vy # q. Lorsque » tend vers p, vy tend vers q car f est continue et deés
ors

Tim a) - a(q) Vim P
y - Q f(x) - (@}
¥4 b P

et
1

g'(q) = —— = ——

fp) £ (@

Exemple goit t 1a fonction x-e £ definie sur MR . Cette fonction n'a pas de réciproaye.
:’;t‘)ur qu'el) gn admette une, on est amené 3 restreindre le domaine de définition & I= iRo .
ors ' '

f-? e VT
Comme f est dir /able sur I, le théoréme 3 s‘applique et
oy = -
2%
v/2 . 1 1:-4
Observons que - x et que la dérivée s'obtient comme x .
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Ceci invite 3 une généralisation qui est abordée dans les exercices et poursuivie jusqu'en
rhétorique, .

i bl 222 o T R e e L LS TP P PP PP e e P P e e e e S I L L Ty

EXERCICES

9. Prouver que la dérivée de x” , me& N _, est ¢gale ’
fonction n'est pas dérivable en x=0, pour my 2.

(1 -
L xf 0 et que cette

10. Prouver que
a) (zin x)' = cox x

b) (cos x)'= - gin x

c) (tg x)* = 1/cossx

d) (cotg x)' = —l/sinzx
o) (arc sinx)' = ‘l/v 1~ xz = - (arc cos x)'
fllarctgx)' =1/ 1+ xz = - {(arc cotg x)’
B LT T T T pnppppeppp
Pei ATION TION R

La notion de dérivée permet Vapproximations de fonctions (dérivables) par des
polynémes. Ce théme capital sera progressivement développé dans le cours de Se et de Ge,
sans etre épuisé pour autant. Nous en offrons une premitre approche, encore bien modeste,
qui nous permettra ensuite d'obtenir la dérivée d'une fonction composée ( fonction de
fonction),

Soit f une fonction dérivable sur Vintervalle [ et p € 1. Introduisons la fonction F
définie par

Foa = 1 _‘;( - @) sioxfp

et par Fipl = 0

On voit que mnp F(x) = 0 donc F est continue en p. De plus  f0:) = f(p)+ (e-p)f'(p) + (i=pIF(xI

Ainst, nous obtenons le résultat suivant |
THEOREME 4 Si f est une fonction dérivable sur Vintervalle I et sip€EI,ona
(%) = £(p) + (x~p)f'(p) + (x=p)F(x)

o F est une fonction continue en p avec Fip) = (.
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Ceci signifie qu'au voisinage de py f peut étre approchée par le polyntme lindaire
H{pr+(x~p)f'p) avec une marge d'erreur qui tend vers 0 lorsque » tend vers p. Ceci rejoint
Vidée géométrique selon laquelle 1a tangente & la courbe y=f() en (p,f(p)} Tivre une bonne
approximation de celle~cir au voisinage de p.

zsss::a:::::::s::::z:::==8==a=a=====3=a==é"—.:=====nn===a:==a===s:========z========

EXERCICE
11. Comparer () et  $(p)+(x~p)f'(p) i f(x)= xz y P=3 et xc(s-m'Z.SHO-q
R R R T N N T S A R S N R R N T N N S IR s A RSN NSRS SRS RIS ERNRERES
QEBI!EE.QEW&
Nous arrivons A Y'un des résultats les plus importants sur le calcul des dérivées, le

dernier obstacle & vaincre, en vue du calcul des dérivées de fonctions élémentaires
(dérivables) queiconques ( A 'exception des résultats sur l'exponentiation).

Soient f at g des fonctions dérivables sur des intervalles I‘ et 12 tels que
HI) S Iz. Soit p€& l.‘. Alors g,f est dérivable en p et

(g, 1)'(p) = g'(f(p)).1'(p)

Démongtration Celle-ci est souvent présentée selon la voie historique extrémement
gimplifide:

(9ef)0) — (Qef)p) _ gUiO) - g(ftpnt () ~ {(p)
X =P foo-fpy " ox-p

Lorgaue » tend vers p, f(x) tend vers f(p) de swrte que le second wmembre tend vers
g'(f(ph.f'(p). Malheureusement, cette démonstration est incorrecte car f(x) - f(p) peut
parfois s'annuler pour des valeurs de.x distinctes de p, aussi voisines que T'on veut de ¢.
C'est le cas de la fonction f00 = »%.sin (1/3)  pour 2 # 0 et (=0 en p=0. On se tire
d'affaire grace au théoreme 4. Celui~ci Hvre!

alf(:)) = glf(p)) + ($0:) ~ f(P)Lg'(flp) + 1£(:) ~ F(EN.F(Ff(x))
avec

lim F(f(:)) =0

G fip)
Donc

guie) = gtfteny o fGU - () fp ]
(160) = QUEY  ygeoy £00l = #E) | 00 = $E) o
% - p NP i

Lorsque » tend vers py (<) tend vers f(p} parce que f est dérivable, donc continue et
alors Fifix)) tend vers 0. Donc le second membre tend vers g'(f(p)if'(p) et on a ce qu'on veut,

Xemples

2 4

= 2 3
1) (3™ - 2)!5 a une dérwvée égale & S(3x° -~ 254(3x2 - 2y= §(3:° - 2)4<6>:} z 33" ~ 2
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2 ) . 2 2 .. 2
2) sin (1 ~ 2) a une dérivée égale A (cos(x =~ 2N0 = 2) = 2x,coslx - 2)

Remarques

1) On dit souvent que le théorédme 3 sur les &én’vées de fonctions réciproques se déduit
facilement du tbforeme 5 sur les fonctions composées. L'idée classique est d'appliquer le
théoréme 5 & (f gfXx) = %, ce qui Tivre

Ve of f0) = (7 VN £Up)
donc -1 1
I (Hp) = ——

f'ip)

Seulement, cet argument est légitme a condition que les hypothéses du théordme 5
soient vérifiées. Pour cela, il faut que f  soit définie et dérivable sur un intervalle J tel
que f(I) S J. Pour prouver que f  est dérivable, force est de refaire la démonstration du
théoréme 3 donnée plus haut (ou une autre, peut-étre). En fin de compte, on ne gagne rien 3
faire (correctement) 1a démonstration du théoréme 3 aprés celle du théoréme 5,

2} En termes de différentielles, le théoréme 5 se traduit par

da_da ¢f

dx df dn
une expression trés simple qui ne doit pas nous dispenser d'un effort de rigueur.

Exemple : considérons la fonction y = xq ou q est rationnel. Donc 9 = m/n ol mn sont

entiers et n f Q,

Quelle est la dérivée de vy 4 soit dy/dx ou (tv'qV' ?

On peut décomposer y en fonction de fonction |
a_ . m/n_ (_J /mm
ol les deux fonctions 3 composer sont

/n
ti - u ,

s M i

et v(x) = (g, f)Xx). Le théoréme S s'applique et

- 1.
y ) =[m(f(>:))m 1][3_\1}(“ L

ol le second crochet applique l'exercice 8. Donc
m-l ] m
m a1 -
y'0x) = S %W Yo |

=
(4

P

et finalement, on généralise une formule connue pour @ € N mais valable pour q¢ qQ:

aHeax?! qeQ M

Remarques:
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1. Lorsau’une fonction est donnée de mamere explicite, it importe ici comme en rhétorique
de la voir parfois comme une composée de fonctions. L'étudiant doit s'exercer a une telle
décomposition, de manitre systématigue,

2. On verra en 6e que la formule (1) demeure encore valable lorsque q est un réel
quelconque,

R S S R T S R N A I N N N S N N I N S S R S N S S R T R ERNS SRS SRS NSRS

EXERCICES

12, Calculer les dérivées des fonctions suivantes @

a)(2x + 3)3

b) (x+1X2x=2)°
(x=1 )2
cl

R =3
@ Yx'
e) sz -9x + 5
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3
o) 44
A.N\/
p) 3 !
¥4 ey -7
q) Vx4 - 6):3 + 9>(2 - xd + I

Vx +1 - Vx +1 +x

8 =5 %010 N

13. On définit la dérivée seconde f" de f comme la dérivée de ', la gérivée troigiéme ' ou
f(3) comme (')’ et ainsi de suite, par récurrence f(n) = (f("-n)' pour n€EMNy N3 2.

a) Calculer les dérivées successives de
fx)=1/x et gt ={x

b) Soit f 1a fonction définie par
fix) 8-?-:-2-,-- pour x30

e

() = - -LE- pour x¢ 0

Montrer que f est dérivable en 0 mais que f n'y est pas deux fois dérivable,

Ainsy une fonction peut étre dérivable un ceriain nombre de fois et cesser de Vétre
ensuite,

14, De tous les triangles rectangles de méme hypoténuse, quel est celui dont Vaire est
maximale

1%, Trouver les minima et les maxima locauxr des fonctions suivantes et esquisser un
graphique de ces fonctions (déterminer les intervalles de croissance et de décroissance):

3
w42 42 ~ 4} 2
a) b) —-z-m...' cr X =10 + 2%
o2 Moo~ 4 2% - 15

16. Quelles dimensione donner & une bo4te cylindrique de volume V constant et imposé, €1 on
veutl utihiser le minimum de métal ( on admet que 1a surface totale doit étre minimale) ?

17. Inscrire, dans un carré donné, un carré de surface mimmale,

x‘? + px+q

$oo= 4+ 8
Est-ce possible ?

18, Soit y = . trouver p et q pour gque ¥ scit maximum ou minimum local en (4,~1},
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19. Etudier le graphique des fonctions suivantes en utilisant les ressources de 1a dérivée :

a) Xz“’i' v @ ém

b) ___5_3_2. va &

va €M

20, Calculer les dérivées des fonctions suivantes

a) arc sin(l - x) +v2x - %2
bl (x ~%').arc sin W + lé"x - x2

i X ,
c) L‘;—' + s1in 2%

d) szsin ®
e) sin x.tg »x + tg x.cotg «
1) sinzx
. 3
9} €Os ¥
kY () + tg 3}:)3

i) sin 3 cos 2
V4 2

o 8IN X ¥ €COS
i)

siIN X - CO% M

k) sin Vx
L} V gin %
. 2
Wi, AYC COS ¥ +¥ 1 - x
. - 2
ni (arc tg Zx)

i)
o)arc cos¥ 1 - x°

+~v
P} arc tgli-——’f_
- K

ql arc sin (2x V 1~ \,,_2 )
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sinzy - Zcoszx
r) _&f" arc sin - 2
-
1+ cos x

. B .2
s) sin x + 3sin >:.cosz>< + cosex

Que pouvez-vous conclure du résultat que vous obtenez?

1+ 5in 2x

- 1 - sin 2

Comparez votre réponse avec celle de T'exercice 20 j. Que pouvez-vous en conclure ?

u) arc sin{cos x)
v} xz -2x+3
De plus, trouver l'équation de la tangente aux points d'intersection de la courbe

représentative de la fonction et des axes.
Trouver le point de 1a courbe dont 1a tangente fait un angle de 30° avec V'axe Ox.

- aay |
w) a.arc sx‘ng' + sz-az culxia> 0
2 2 )} 2 22 g 2. 2 5.4 2.6 X
3 o U -3 1 - %
X\ a ¥ (6 (a %) +243 »ia x") +]sa ®) + 1sa arcsma
Z 2 V 2
y) xsarc cos*a' «:‘lé(&:qi-h'?‘a +834) az-;z ouxl€ a

Dy=Gi + 1+x2 )2

M4
Calculer (J+:%)y" #3,y' = 4y au y" est la dérivée seconde de vy c'est-a-dire la dér-vée
de y'.

21. Calculer les dérivées des fonctions suivantes !

al4.arc sin
A
3ein

iz

) 2.
) (1 +:xarctgs -«
Fd

sin 2x  + x.cos 2u
¢l in 2 2 GO b2

cos 2 - x.8in 2x

3s2 aZX? /2

b

2 + 3

a +x

&) - 3a.arc tg 3
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2V2_2 _1.2 232, xJa?-.F &t
xla o<

2
a .
f).;a(.?x a"-x" -G g
1

a .
+ S~ arc sin
2 a

g) -scossx.(Scoszx -9

3

v - 'V(l + %

1)-;——-{ -==.arc cos.i ou xd>ayge
a"x

) VZ + 2co8 2% 1 + tgzx).sin 2% ol 0<x< %

22, a) Quel est le nombre positif qui ajouté & son inverse donne la plus petite somwe
possible?

N m"’"

b} Montrer que le minimum de la somme de deux nombres positifs dont le produit est

constant et vaut Az. est atteint si les nombres sont égaux.

¢) Quelles sont les dimensions d'un rectangle inscrit dans un demi-cercle de rayon 10 cm
tel que son aire soit maximale ?

d) Une fenétre a la forme d'un rectangle surmonté d'un demi-cercle. Son périmétre vaut
une constante p. Quelles doivent étre les dimensions de 1a fenétre pour avoir le maximum de
Tumiere ?

N T N R I S R N N N S N N I e N R I S I S N T IS NSRS SRS TSN NEIISER SIS SD

T T 1

Cette démonstration sort des sentiers battus classiques ou on la fait dépendre du
théoréme de Rolle ( qu'on verra plus loin), Elle ne fait pas appel au théoréme des valeurs
intermédiaires et est compléte. En fait, nous prouvons un seul des énoncés du théoreme !
dans le théoréme € et lez autres sont larssés comme exercices.

THEOREME 6 Soit f une fonction de MR dans R, dérivable sur un intervalle ouvert I et telle
que f'(x)>0 pour tout x € 1. Alors f est strictement croissante sur 1.

n ion
1) Pour tout a& I, on veut montrer que pour tout aCb, be I, on a f(a){ fib;

Soit A l'ensemble des c€& I tels que a{c et f(a)< #(p) pour tout p dansTa,c{.
Soit I'_ Tensemble des d€I tels aue a <d.

On a donic A C I' . On va prouver V'égalité de ces ensembles, ce quiy achevera la
démonstration,
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2 t1a) = 1w HLotlBdy

~a

Donc, il existe un voisinage ouvert Va de a dans lequel %—Pﬂ) 0 pour tout xeV a' X f a.

Posons v"a =V, n I'a . Alors V*ag A car pour tout c€ V*. et pour tout p dans]ac[,ona
pev’ ,pYa, HEZIRS,
a p-a
donc
fle) - Ha)) 0 ‘
donc

fa) < Hp)
et de ce faity c € A.

3)Gic€ Aet el V+ 1ona e A car (gl f(c)< fp) pour tout p tel que cS p& e entratne
fla) € f(p), ¢

4) Si A 1"\ A possade une borne supérieure dans I"_ car si €1 _-A, alors x3 A par la
définition dé A. Par le théoreme Z du chapitre 2, A posgéde alors un §upremum q dans I;. On
va prouver que ceci conduit 2 une contradiction.

5)Soit 9= sup A. on a q€1+a .
SiqE A, V+q£- A par 3) et on a une contradiction. Donc qf. A.
De ce fait, f(q)€ fta) car fla) {f(q} et q = sup A impliquerait q€A.

Alors V_ contient r{q avec a(r<aq et (: _':( 1> 01 donc #(r) ¢ fla).

Mais r€ A car q = sup Ay donc f(a){f(r) et de ce fait f(a)<f(a), qui est une contradiction,

o0 o e o s e g e ot O o e D oy o = - s - - - g o e
R R IR S R N T S R S N T S S A R S S RN SN NN s SRS SRTEIIRETIIEIITRZER

EXERCICES

23. 81 f est une fonction dérivable sur un intervalle cuvert I,y prouver que :
a) s1 £'{x)€ 0 pour tout =&l f est strictement décroissante,

b) si £'0::)% 0 pour tout xel, f est croissante;

c) si £'00¢ 0 pour tout xely f est décroissante.

24, Si f est une fonction dérivable croissante sur V'intervalle I, démontrar aue f'G3 3 0 pour
tout »¢ L.

==:====:::z=:===z===z===:==n=:z===:=====s=:g==:===:==z=:========z=sz:::--===:===a:

LE THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

Nous établissons deux résultats classiques. D'abord le théoréme de Rolle dont ‘a
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démonstration fait appel au théoréme 4 (chapitre 9 sur les fonctions continues que nous
n'avons pas pu démontrer. Le théoréme de Rolle permet d'établir le théoréme des
accroissements finis dont il est, en fin de compte, un cas particulier. Avec le théoréme des
accroissements finis nous effectuons un pas de rlus vers l'approximation polynémiale de
fonctions dérivables.

(Rolle)  Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a { b dans I tels
que f(a) = f(b). Alors il existe un élément c€Ja;bf tel que f'(c) = 0.

Qémonstration
Comme f est dérivable sur I, f est continue sur I (théoréme 8, chapitre 9), Sur [a.b] ) f

posséde un maximum M atteint en cl. donc f(c‘)* Ms ansi qu'un minimum m atteint pour cz.

donc f(c2)= ™m gréce su théorémel 4 (chapitre 9).

Sic,# awb on va prouver que f'(c,)=0. Supposons le contraira. Alors on peut supposer,

pour des raisons de symétrie, que f'(c:1 }) 0. Dés lors, il existe un voisinage V de < ou

fix) ~ f(c,)

—m—t D 0 et comme c,# @b, il exxiste un x) ¢, dans V.
‘ 1

d'ol on obtient f(;:)) f(c,) = My une contradiction. Donc f’(c} = 0.

1

On montre de méme que sic awb .+ alors f'(c) = 0. Dés lors, il reste le cas ol
m= f(a) = f(b) = M, Alors f est constante et admet uné dérivée nulle partout sur J ab(.

THEOREME 8 ( Formule des accroissements finis)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I ¢t a¢b dans I. Alors, il existe cc]l.b[

tel que
ey = HRL-HB)

b-a

mon tion

On introduit une fonction aw:haire F définie par

FGa = 00 - fa) - KRLZA@L oq)

fb) -f(a)
b-a ‘

Le théoréme de Rolle livre un c€ Ja,b[ tel que F'(c) = 0, donc f'(c) = L )_;ﬂ L

Alors, F(a) = F(b) = 0 et F est dérivable avec F'(t} = f'(x) -

La formule des accroissements finis offre un outil en vue de calculer des valeurs
approchées de fonctions avec une précision connue., Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle I et a dans I.
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100 ~fia)

Pour 7 a dans I, il existe u avec adudx, tel que f'(u) = == 3
donc 100 = f(a) + tx-a)Xf'(u) m

S1 a et f(a) sont connus, on peut alors calculer f(x) de maniére approchée pour autant
qu'on connaisse une borne supérieure M de | 'l sur {ax]. En effet, dans ce cas

100 € [t(a) - (x-a )M, f(8) + (x-aM] @
Résumons ceci:
THEOREME 9  Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I avec adx dans I et si
11'1K M sur [ a,x] ators
f(a) -~ (x-a)M £ f(x) ¢ f(a) + (x~a)M
s . M
Application  Supposons qu'on veut calculer Y110,

. - M) = e
Soit GO =Yx etl -&o. Alors f'(x) = 2'.)‘,.m:mlr x€l,

On sait que VTOO = 10. Posons donc 3=100, dans le théoréme 9 et x = 110, Le probléme est de
trouver M. Etudions 1a fonction #'(x) = 1/ 2(% sur [100,110].

Elle est décroissante. Donc sa plus grande valeur est $'(100) = 1/20. On peut donc prendre
M = 0,05 et de ce fait

- Yy 10
10 - So€110€10 + =

Comme 10(“110 sonall (VHO\OD,S. Le théoréme 3 permet d'amélicrer cet encadrement.

Ecrivons i
V'HO =70 + 10.—7"'—;::; avec 100¢c¢110.

Comme f est croissante, vHO )Yc.. donc

0
Vite 1o *—:;FTC:"

d'ou
sY110'_ Yiig'
Viio)io « g 10+ 77
21¥710) 220
Vno)%%mm
Finalement 10,4701 0'41 0,5

Mais ce n'est pas tout. On peut travailler 3 présent avec a = (10.47)2 et » = 110, Sur [an:] '

j£'¢)| est bornée supérieurement par e 0,0477.£0,0478.

2010,47)

De ce fait, VI10£10,47 + (110 - (10,47)°1(0,0478) = 10,488...
donc 110£ 10,489 et on peut & présent chercher & renforcer le 2e argument de notre
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| g\

démarche, aprés avoir amélioré le premier. Un algorithme s'ébauche wmais 1 faut
reconnattre que la convergence est lente et se méfier des erreurs d'arrondis.

R R T e I S N T N S N N T S N S S I A T I S N N N R I RS RS TSI NN RC S ERRRATEE

25. Interpréter les théorémes 7 et 8 en termes de graphiques et de tangentes.
26. Poursuivre Vétude de VI 10 jusqu'é une marge d'erreur inférieure 3 10‘2.

-3
27. Calculer V3% sur base des théordmes 8 et 9 ,avec une marge d'erreur inférieure a 10 .
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Examinons & nouveau une courbe représentative de fonction comme ci-dessous.

:) %séuﬁ)

e

X

Nous distinguons vaguement deu: bosses, Yune tournée vers le bas et l'autre vers e
haut, Examinons la bosse ouverte vers le haut.

] s P x)
fcﬁ? ---------- e m—————— 3 J

3(“)&-«----“--

L e e Y

> - ww an o

2

2

(- %

Siad b sont dans le domaine de définition, 1a partie de la courbe situde au~dessus de
[asb]) est située sous 1a sécante joignant (a,f(a)) et (byt(b)). Cect se traduit par

ay  HRHR) gk @)y 100 pour tout xefaib]

VU tp) - fla) y 100 - fa)
b-a ~ 3

.
Eal




C'est cette propriété que nous adoptons comme définition précise.

Une fonction f définie sur un intervalle I est convexs vers lg haut sipour tout a ¢ b
dans I,

@ H-fa) mﬁf-f—fm pour tout x e[a:b]

b-a
at elle ast convexe vers Je bag si pour tout a¢ b dans I,
@ Mool ¢ H0-Ha) oy tout negab).

X—-a

Observons que 1a signification géométrique de (1) imp i 1Je que (1) est équivalent a

ar  HRZAB gy )y f00 done

fb) - fla) £ 100 - f(b)
b~a x~-b

2) est équivalent & (2) du fait que x-b est négatif.

L'examen du dessin révéle une autre propriété. Si f est convexe vers le haut, la pente
de la tangente est croissante et si f est convexe vers le bas, 1a pente de 1a tangente est
décroissante. Comme la pente est donnée par f' et que la croissance ou décroissance de
celle-ci est lide au signe de "y on en vient & cerner un nouveau théoréme.

THEOREME 10 Soit f une fonction deux fois dérivable (ceci signifie que la dérivée f'
admet une dérivée ) sur un intervalle . Alors

1) f ast convexe vars la haut si et seulement i "(x)3 0 pour tout xel;
2) t est convexe vers le bas si et seulement si 1*{x) & O pour tout xel.

monstration

On se borne & la démenstration de 1). Utilicons simultanément (2) et (2)'. Donc

f(a) - 100 \( i) - f(a) 5 fb) - £
a-x b~a b~ x

qul montre que

tim f(a) ~ 01 \( Tim fih) - 00
+ a-x » b= x
Yl e b

et comme f est dérivable en a et by les himites & gauche et & droite ceincident avec les
hmites et on 3

f'a)§ 1'ib)
De ce fait, f' est croissante sur I et par le théoréme 1, " ) 0.

Passons & 1'implication réciproque en supposant f'(x)} O pour tout xel. Alors f'(x) est
croissante sur I, par le théoréme 1.




Posons F(x) = Luo - Ua) pour >:¢}a,b[dans I.
X~a

- La fonction F est dérivable sur Ja:b[, donc continug. 51 (2) n'est pas réalisé, il existe

X & (b} te) que .
Foo ) HRL=LA) . (),

Alors il existe un voisinage V dea x sur lequel cette inégalité demeure partout vérifiée, en
vertu de la continuité de V. Dans V, 1a premiére partie de la démonstration entratne alors
t" & 0. Comme on a '3 0 par hypothése, ceci force f'=0. Alors f' est croissante et
decroissante, donc constante. Par le théoréme des accroissements finis,

10 w BRLZLB) pour tout sy et 100 = ta) (x-a) KL=t

ce qui montre que f est une fonction polyndmiale du premier degré et celle-ci est bien
convexe vers le haut pour la définition adoptée.

Loe 3 1 2 3 .2
Exgmple Soit y = 7 x" - Fx" - x 43

Ona
el 2 1 3.1 -
y =8x 2>\ 2=8.(x+2)(x 6)
et
waly 1oL,
y' = 5 qt(x 2)

On a donc y" > O pour »)>2 et sur cet intervalle la fonction est convexe vers le haut. on a
y" £ O pour ¢ 2, donc sur cet intervalle la fonction est convexe vers Ye bas.
Une esquisse de graphique livre

2 3

¥ PR 4

L4

-

- - w - w o

L.a valeur x=2 correspond a un changement de signe de y", donc & un changement de
convexité pour y. En (2,-3), la courbe traverse sa tangente. Un tel point est appelé point

d'intlexion.

De maniére générale, si f est deux fois dérivable sur I avec p€ 1, f'(p)=0 et si 1" a un
signe constant sur {a,p]avec a{ p dans I et un signe constant sur [ pib) avec p(b et

© e o



f'(a)f"ib) { O alors on dit que (pyfip)] est un point d'inflextign de 1a courbe y = f(x).
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EXERCICES

28. Trouver les intervalles de concavité vers le haut et vers le bas, les points d'inflexion
et les intervalles de croissance et de décroissance des fonctions suivantes. Reporter ces
renseignements sur une esquisse de graphique!

a) 3x" - 10x5

b) 4x3 - 3xs

Ox=x

2

o 32X
v @ é"\o*

X2+32

29. Lesquels des graphiques suivants peuvent décrire une fonction f si

al ey D0
b) fc)< O
c) f'ec)> ¢

\“‘3 4 ﬁf\/

=======:‘==========’=====:================3=3=‘3=:=======:=:========8========8=====

L'idée de maximum et de minimum est maintenant lite & celle de dérivee... D'autres
méthodes sont parfois plus efficaces. En voici un exemple.

. 2
Pour quelle(s) valeur(s) de  V'expression P= (i ~ >:2)‘.1 - 2>:.\2(1 - 8x + sz) est-elle

maximale sur [01] ?
1) L'approche par les dérivées n‘est pas trés encourageante.

2 P63 0 sur[0,1] car x - ;:2)/ 0 sur 0,1 .

K]

3) Les zéros de P sont 0, 1/2 - ﬁﬂl v 172, 1/2 +¥2/4, 1 avec une multiplicité 2 pour les 3
zéros intermédiaires.

4) Vu la continuité de P, 1'ensemble des valeurs prises par P entre deu: zércs consécutifs
est un intervalle {0,M]. Donc Y'aliure du graphique de P est

it
JAVAVNEES

e




5) Chaque facteur du second dagré de P est symétrique par rapport a »x=1/2} danc c'est ls
cas de y=P(x) également. On se raméne donc & une recherche sur [0, 1/2].

6) 11 peut étre adroit de translater 1/2 sur O par » = %' + 1/2, Ceci Yivre

y= x'2('l - 4x'2)(-'l + Bx'z)z

7) Etudions Qg = xz('i - 4x2)(~1 + 8x2

ou mieux

2 sur [8,1/2]

RGO = (1 - 4x)(=1 + 80 sur[ 6, 1/€].

donc Q= R(xz)

8) SiR est maximﬂe_en Xq (localement), Q est maximale an x x
9) R est symétrique par rapport & x = 1/8 donc il suffit de 1'étudier sur {0, 1/8].
10) RIx) = (x - 4x2)=1 + 8x2)

R 214 8x)(~128x2 + 32x - 1) s'annule outre en 1/8, en 13‘6!2' donc sur [0, 1/8]le

ax
-z

maximum cherché est obtenu pour x = 16 °

Yo - (3 ot Vz 4412

11) donc @ est maximal pour x = )

12) P est maximal (avec la méme valeur !} en 4 points qui sont

X2 2 N7:06 2-Vo-%  2-V2.V
4 )

4 4

12! Au passages en 8), gn devine un théoréme

z1 g est une fonction croissante sur Vensemble [ (gl 1=}
f est définie sur g(l) et maximale en %o

alors f(g(»)) est maximale en 9‘1(:»:0).
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LA REGLE DE L'HOSPITAL
Nous donnone briévement, sans démonstration, un résultat permettant de calculer

certaines limites rédsistant au: méthodes que nous connaissons déjs.

Soient f et g des fonctions qgrivabln a4 dérivée continue sur un intervalle I avec
9'(x) # 0 sur I et p procha de I dans R, .

1) Supposons que Yim f(p) = lim g(p) = 0 et que lim 2.-(%% existe dans R .
X p xop XyP

Tim g;’%- Hm ﬁ&.;.(:)
x-p »rp

Alors




~3
~4

Exemple ]  him SSQRL-SIX
%0

OnafO)=xcos x~sinx , 900 =2 1im f(x)=limglx)=0et g'Ci=1 £0surR .,
" x+0 X9 0

Donc x . in
. > /- . -
‘hm M = 11m M = Q = 0
x 1 A--
x»0 x+0 .

Exemple 2 i lim ﬂ%{" = ] n'avait pas été démontré, on pourrait espérer utihser la rédgle
x90

ci-dessus. 1] s'agirait d'un cercle vicieux car pour déterminer (sin x)' = cos x, on & d0

utiliser déja la limite cherchée,

-2/ x3 :

Ho® Sin 2/% o ~(4/: )gin 2/%.co8 2/%

2

. 1/x -1/% , 1
= him T =Jim = Tim o =1/4
1p00 sin 4/x X» 0 -(4/>:2)cos 4/% x’¢4cos 4/x

2) Silim f(x) = +0 = Tim g{x) et si lim f;%%axi:to dansa v alors
»op "errb xvp ¥

tim g%- Hm 2' ()
X-P X5p

cos25x

Ecempled tim 33X o qip = 2, 1im S05

s I tg Sx >:-.‘!f S/cos S & va¥cos3u

& ,
= g[ﬁm 5-9—%5 :
b} % .E cos 3y

3/c0523x
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EXERCICES

30. Calculer si possible les limites suivantes:

a) lim ——eili $) Yim [L -1l ]
w COs X N 8in
.xqz N 40
e 3_..2_
b) Yim sinx -1 ) Tim 3x 4 i+ 2

’ﬂ«‘.-’{ cos X% ol 3 -6+ 3
lLogosx k) Jim  BOAZSI0

N+ gin “-a
ipO

c) lim
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- n+l
d} Tim L-)— - - (nﬂ)xn + 1
cos 3. 3} lim ”
: T
- I Ml ¥ - % =%+
e) im -
deo0 tgd -4

2% e o e ey S e gy 0 s S o v B e e ok S g T
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RESUME

————— D ot

JHEOREME 1 Soit f une fonction d'une variable réelle définie sur un intervalle I (cuvart ou
fermé, segment, demi-droite cu droite) et supposons que f pcssede une dérivée 1'.
Alors

(1) #°(x) 3 0 pour tout x€I implique que 1 est c;zisnntl sur I (C'est-a-dire %, < Xq implique
f(xl) 4 f(xz) Y

(2) ') £ 0 pour tout <€l implique que f est décroissante sur I (c'est-a-dire % £ %o
implique f(x.l) by f(xz) %

(3) t'(x) D 0 pour tout x¢1I implique que f est strictement croissante sur I (C'est-2-dire
Xy < X5 implique f(x..) ¢ f(xz) i

(4) ') € 0 pour tout x€l implique que f est strictement décroissante sur I (c'est-a~dire
x.' < x2 implique f(x1 )2 f(xz) ).

Réciproquement, si f est (strictement) croissante sur I, $'0:)30)0 pour tout x et si f est
(strictement} décroissante sur I, 1'(x)¢(J0 pour tout x.

Maximum :

On dit aue f posséde un maximym local en p s'il existe un intervalleLa,p) avec acl,
a < p sur lequel f est croissante et un intervalle [pyb] avec b€l et p¢ b sur lecuel f est
décroissante,

Minimym :

De méwme, f posséde un minimum lgca) en p s'il existe un intervalle [apJavec ael, a¢ &
sur lequel f est décroissante et un intervalle [p.b] avec be&] et p ¢ b sur lequel f est
croissante,

THEOREME 2 Si f est dérivable sur un intervalle ouvert I et si f posséde un minimum loza!
ou un maximum localenpé I, alors f'(p) = Q.

THEOREME 3 Soit f une fonction dérivable sur V'intervalle I et possédant une réciproque
t‘q. Soient p€ I et q = fip), S f'(p)f 0, alors fq est dérivable en g et

-1, 1 !
47 a) = s =
() f1F  (q)

THEOREME 4 Si f est une fonction dérivable sur 1intervalle I et sip61,0na
fG:0) = f(p) + (i=p)F'(p) + (Ci-pIF (%)

ou F est une fonction continue en p avec Fip) = 0.
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THEOREME § Soient f et g des fonctions dérivables sur des intervalles ll at 12 tels que
f1)s 12. Soit pe I,- Alors 9,f est dérivable en p et

((g.1)'(p) = g'(f(p)).t'(p)

THEOREME 6 Soit f une fonction de R dans &K -dérivable sur un intervalle cuvert I et telle
que f'(x)> 0 pour tout x € 1. Alors f ast strictement croissante sur 1.

THEQREME 7 (Rolle)  Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a¢ b dans I tels
que f(a) = #(b). Alors il existe un ¢lément ce Jasb[ tel que f'(c) = 0.

THEOQREME 8@ ( Formule des accroissements finis)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et ad b dans I. Alors, il e:iste ce]a.b[

tel que (b = 1(a)
' f'lc) = b-8

THEOREME 9 Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I avec a<x dans | &t si
11<M sur La.x}alors
f(a) = (x-aM £ ) £ fa) + (x-aM

Convexité

Une fonction f définie sur un intervalle I est gonvexe vers le hayt si pour tout a¢ b
dans I, .

ferfa) 5 100K pour tout x& [a:b)

b-a “ »=-a

et elle est gonvexg vers le bas si pour tout a{ b dans |,

Hb)-fa) ¢ fGo-tia)
b-a °  y-a Pourtoutxemb]

THEOREME 10 Soit f une fonction deux fois dérivable (ceci signifie que la dérivée ' admet
une dérivée ") sur un intervalle I, Alors

1) f est convaxe vers le haut si et seulement si ') 0 pour tout “ely
2) f est convexe vers le bas s1 et seulement si ()& 0 pour tout xel.

Eoint d'infiexion
DOe manikre générale, ci f est deux fois dérivable sur I avec p¢€ I, "(p)=0 et si "' a un

signe constant sur [ a,p] avec 8 < p dans I et un signe constant sur {pb] avecr € b et
f*(a) t"(b) < 0y alors on dit que (p,f(p)) est un point d'inflexion de la courbe y = f(x),

Beqle de L 'Hoxpital

Soient f et g des fonctions dérivables 3 dérivée continue sur un intervalla I avec
g'C) £ O sur letpproche del dans

) 44 -
1) Supposons que him  f(p} = Yim g(p) = 0 et que lim ;—,—%;-;' existe dans .
st ¥ Hep - P
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Alors ) 10

Tim i = Him — )
g(x) g'(x)

KuP Yo P .

2) Silim OG0 = +@ = Yim g(x) et i lim

nay P X P
tim 1%(1}, rm Ll
XoP 9 Xe P 9
Calcul de dérivées
réal.
x' =)
c'=0

(f+g+h)' = f' 4+ @' + K’
(t.g.h)'= f'.g.h + f.g'.h + f,g.h'

g
A
(VR = 172¥R

-

3 X
c c-1

(x ) = g,

{ein 2)' = cog X

(Cos %) = - gin N

(tg »)' = 1/cos‘>f,

(cotg x)' = ~ I/smzx

{arc sin x)' = 1MI-X )

(arc cos x)' = ~1/ (1-;:2)

(arc tg x)' = 1/ (sz)

{arc cotg »)' = - 1/(1+>:2}

100

o' (x) *Histe dans ™, alors

figvh représentent respectivement les fonctions 10, g(x)hhix) tandis que ¢ représente un

i
(= — ¢
2

.. 1,
(f) fz

(¢S =t T

(sin 1) = f'.cos f

(cos f)' = ~f'.gn f

itg f)' = e
cos”f

(cotg 1) = - f',__ 1]
n‘nzf
(arc sinf)' = f'.-—-L—
\11 - fz
—be

(arc cos f)' = - ¢, w—-—?
- f

(arc tg f)' = f'.""l""é

1+¢
(arc cotg 1) = - f', ! >
1+ f
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