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LA STRUCTURE AFFINE D"UN ESPACE VECTORIEL Sh/s, Th/s

s
%
h

X

Nous resrenons . 1'dtude de la géométrie en lisison avec les espaces
vectoriels. 1l sers utile de revoir dans VM4, les chapitres 12 (Espaces
vectoriels) et 14 (Géométrie vectarielle)y, ainsi aue le chapitre &
(Transtormations lin¢aires) du présent cours. o

Nous avons examing Ia notion d'espace vectoriel en 4. Bans trop nous en
apsrcavoir, des exemples nouveaux sont apparus par la suite. Resrenons d’abord

une définition. Le corps des scalairves utilisés pour multiplier les vecteurs
sera toujours MR mais on pourrait remplacer celui-ci par tout autre corps, comme

q’ Q‘ﬂ‘)l .tc..-
Un gspace vectorigl (reel) V est constitu¢ par

4

1) un{ groupe commutatift V,+
2) une fonction de Mx V vers V aqui associe & tout réel r € et & tout

vecteur V €V, un vecteur noté rVi cette fonction est soumise sux conditions

2.1) risV) = (rs)V

2.2) (rem)V = ¢V + r§ pour tout r,s &M

2.3) r{vew) » vy + re pour tout V,¥ ¢ Vv
2.4) (V=¥ '

Ces axiomes se sont degagés & la fin du 19 siécle et ils se sont imposés au
200, par leur efficacite.

En voici quelques conseuuences faciles nais utiles. 8i U est le neutre de
Vst ON &

2.5} pour tout VE€ V , car pour un r € R ,

(r+0)y = pyv + OV - -
v s oV + 0, donc 0 = Ov

2.6)!1'5'- 5' pour tout r €M, car pour un V €& V,
rV+0) = r T+l
rv

2.7) [=r)V = =(+T) = r(-V1] pour tout r ¢ et tout V&V car
(r-riv = Ov = 0

. rV ¢ (=) done (-r)V = =(rV)
ot rivav) = (V) + r(<V)
s =3 donc r(-V)m=(ry)

Dans ug exercices, on prouvera quelaues propriétés analogues; qui méritent
tgalement d’etre connues. On y traite aussi les exewples fondamentaux qui
Justifient 1'introduction d'une théorie générale.
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CEERCICES
1. Dans un espace vectoriel V, démontrer ¢
8) rv= 0 implicue r= O ouv =T
B r@E+ T+ = ri+ rP+ v pour tout r 6MR et 35,2 € V
c) Sénéraliser b) en introduisant le signe sommatoire ‘
@) (r+s+)a=ri+ ol +tT pour tout rimt € R ot TeV
¢) Généraliser d) an utilisant le signe sommatoire .
D r+s) @+ B mri+rB+si+ob pour tout 5,66V et rys 6M
9) Généraliser f) , @) ot d) de manidre unifite.

2. Expliquer et justifier que les. ensambles suivants constituent un espace
vectoriel réel 1t

a) fR& b) m‘b c) ‘R d) généraliser a),bi¢C)

it des matrices 2x2 & coefficiants reéels

e) 1'snsemdble R
mua

1) 1'ensemble des matrices 2x3 & coefficients réels
Q) généraliser e}, ¥) on y englobant a)eb),c) et d).
3. Espace des fonctions sur un ensenble

C'est cet exemple qui justifie A lui seuiy, par les conségquences énormes
qu'il a sur les mathématiques toutes entiéres:. 1'introduction des espaces
vectoriels.

8oit I un ensemble. On note IF. 1’onsemble des fonctions f définies sur 1 et &
valeurs dans R .

8i t,¢ & MRT, on detinit leur somme t+g par
t49 t 1 R 1 x e (F4g)(x) = f(x) + gix)
8i t € et re R, on definit la fonction rt par
Pf S T (R 1 X (PE) () = pfix)
Montrer que -fR" ast un espace vectoriel.

4. Rechercher un axemple d'ensenbie structuré qui vérifie certains des axiomes
d'espaces vactoriele st pas les autres.

s
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80it V un espace vectoriel. Nous appelons sOuUS-eRPACE W de V une partie de
V telle aue

(1) Viw € W impliaue V4u €W _
(?) r6R , Ve W implique rv & N
(3 06w

car ¥

% 1'asnociativite et la commutativité sont automatiques dans W+

# § agt neutre de He+ _ - - -

% gf v€ N, alors (-1)v € W par (2) et (~1)v & =(lv) = =y par (2.7) et (2.4).
Donc Vv & W entraine -V g W ‘

® (2.1),(2.2):(2.3) ot (2.4) sont automatiques dans W.+

Les sous—-espaces vectoriels ont un double avantage. QR'ung _part, ils
introduisent une structure géométrique dans un espace vectoriel donnéj nous
verrons que l’analogie de celle-ci avec la structure affine de 1'espace peut
$tre poussée treés loin.

Dlautre part, pour vérifier qu’un ensemble donné est un espace vectoriel i}
est avantageux de le voir si possible comme un sous-espace d'un espace vectoriel
déjh connu, car alors {1l suffit de vérifier les trois conditions (1),(2)4(3) au
lieu de vérifier les neuf axiomes habituels des espaces vectoriels. On pourra
mesurer cet avantage dans les exercices suivants. .

En classey, la définition d'un sous-espace suscite presque toujours une newe
aquestion? la condition (3) est-elle bien nécesssire 7 Ne résulte-t-elle pas des
deux autres 7 Un ¢léve propose volontiers que par (2), si V est dans W, -~V est

alors dans W, donc par (1) V + (-V) = T est dans W. Une autre proposition est 1

comme O'¢M, si ¥V est dans W, on a alors 0.V = O est dans W. Nous signalons
alors que ces ideégs sont bonnes mais qu’elles comportent une faille. Clest une
excellente . Le raisonnement effectuéd est correct & condition
qu'il existe un élément ¥V dans W donc que W soit non-vide. L'ensemble vide
véritie (1) et (2) mais pas (3). On peut remplacer (3) par la condition
¢quivalente ! W est non-vide.

' 3. Véritier que los snnembles de fonctions suivants sont des espaces vectorielss

" @) 1’ensamble des polynowes (en une indéterminée) & coefficients rééls

b) 1'ensesble des fonctions définies sur un intervalle ! de R et qui sont
dérivables en tout po!ntﬁd- 1 .

¢) 1"ensenbles des polunomes axd + bx + ¢ o asbsc € R

6. Boit V un espace vectoriel et X un oninblo de vecteurs. Une cosbinaison
lLintaire des vecteurs de X est un vecteur

¥y
P ¥ +* rL.x& tee v 0N, -z. 4r‘.7‘
&8

Dés que ces conditions sont rewplies, W est lui-sSse un espace vectoriel
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X a'._»gu,; sont dans X et r; T, 1-c01P, SONt dans M |

th Coque Pensemble des combinalsons liuéaives des vecteurs de X est un
. sOus-essace de V.
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8i V est un espace vectoriel, nous allons introduire une structure

géométrique dans V aqu’on appelle structure affing et aui constitue un ggpace
aftin A(V). Par détinition, les ppints de 1’'espace affin sont les vecteurs de V.
Passons & la définition des drojites.

Soit 71‘ 0 un vecteur de V.(Lorsque nous considérons V comme un point, nous
écrivons plutdt v.)L'ensemble TRV des combinaisons lintaires de ¥V est un
sous-espace vectoriel de V. Si on remplace V par T MY, wp T ona
visiblement MV = M W car W = rvV pour un reMet TeRT implique ¥ = o =
s(rv) = (sr)V € RV, donc MW CRV . Denlne, Vo r"Gat R Vg R &

Un ensemble tel que M.V _est appelé droite vectorislle de V. Toutes les
droites vectorielles passent par 0.

Soit p € V et TR V une droite vectorielle. L’ensesble
P TeR Tel5447) temy
east une drojte affine ou droite et nous décidons
athe

R que les droites affines en praovenance de la

3 & droite vectorislle fR V sont paralléles.

Observons que les droites vectorielles sont les cas particuliers des
droites affines.

81 :&;1%7. on voit que @ + A V= B +R T car
AR prrvp Q+EVE (B +rV) +avep+ (res)V
- 2 a9+ RY @ F+ARY

et p=a+(-rlvy P+R Vg qa+R V.

Dés lors, on a les propriétés suivantest

~ 81 D est une droite aftine et p un point, il passe une et une seule paralléle
a D par p.

~ si pyq sont des points distincts, il passe une et une seule droite par ces
points.

EXERCICER

7. Les droites D_‘ s ab et DL' cd de Al R’) sont-elles sécantes: paralldles ou
gauches 7 ’

a) . a= (10,08 ) C" (5:-2:41)
b= (~1,2,0) d = (Oyu'a) ) N\
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b) & = (IQG«)“) e = ‘51"‘21"1)
b= (2,3,-3) d e (&yly-4)

c) a= (1,0,8) cC = (5‘-2;0)
b= {(2:3,~3) g = (4,-3,49/7)

8., Boit V un espace vectoriel et P € V. Ls translation t déterminée par 7 est la
tonction

t Vet L] ;?—-—--f-;*.;

Montrer a) que t transforme toute droite affine D en une droite paralléle & DY
6) que les translations constituent un groupe commutatif.

12 0RERRERS A B 00T 5 0 200 NEAX R TR A0 O S ST O8N SN O U 8 A AR R O AR 1
pROITES DE A(RD)
1) Voici deux points distincts T = (a, 1a, 18y ) @ b = (b, 1bgsby)

dans 3. Comment peut-on décrire tous les points = (X, 1%, 1Xq ) de la
droite D = 36 7

2) Il existe une translation t transformant 3 en O et celle-ci transforme D en
une droite D* paralléle & D.

o _b___ L’ image de b par t est G-i. Comme Ta B,
D 6-3 $0 et D’ est 1’ensemble des vecteurs
¥ nu points sultiples de B6-&, donc
° - P = P =rbd)| reR} = RDB-D
b.t

On dit que b-a est un yecteyr divecteyr de D' mais aussi de D. Tout multiple non
nul de B-a est également un vecteur directeur 2=« N ot de D.

Grace & la définition des droites affines vue dans la section précédente

:5."0!;;‘ s + rib~a) i réﬂ,&t 2+ R (G-

Ceci est 1’'g¢auation vectorielle de 2B,

On utilise en quelque sorte a comme origine et on lui ajoute tous les
sultiples du vecteur directeur B-a. Ce qui préceéde est indépendant de RI et
est valable dans tout espace vectoriel V.

3) Dans A(RY), ou fait que ¥ €D , 1'éauation vectorielle de D devient
(X4 e Xy QK:. ) = “4 1.‘. T Y } ¢+ rib, ~ &, gb‘. -~ &g ob}" &y )

et celle-ci livre trois gauations paramtricues de D. & savoir:

{x,, = ay *triby -~ as)
b

¥e, * 84 + riby ~ @) rem
Xy ®= ay+riby ~a,y)

Iciy B, ~ a, by = 3¢ sby = ay sont appelés coefticients directeurs. Ce sont les
toordonnées (ou composantes) du vecteur directeur Bb-a.

4) Enfin, la présence d'un n‘@mp paramétre r dans les trois tquations
paramétriques permot d'écrive celles-ci sous la forme :
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ot “aui livre deux relations entre les coordannées ( X, 1X, 1%y ) d'un point de

’("lq ﬁb i gy~ Ay 3
b - - - ‘ ¢auations statioues de D

 Cette expression par les éauations statigques s'utilise facilement & partiv deos

données 5 et ¥ ot D apparaft comes 1’ensemble des solutions d’un sustéme de deux
équations lindaires & trois incunnues. :

Les ¢quations staticues comsortent un danger. Commant les interpréter $i un
dénosinateur est nvi 7

8i by~ as= C on voit par les dquations paramétriaques aue les éauations
statiques Jivivnnent

= et «

3 " %3

8f by ~ aym O = by - ag . elles deviennent x4 = &g v X3 = d3. .
Et of b, -~ 3,03 by - ag = by~ a3 7 Cela ne peut se produire car a | &3
et le vecteur directeur ast non-nul.

%) 8oit (asb.c) le vacteur divectsur d'une droite D passant par le point  Ox, 4,

.:4 }. Alors U est définie oar

LI N @ = Ya T T,

W o M
v " L3

& b 14

8% E est une sutre drorte dsfirio pav

L. Qe

a‘ b‘ cv

quelle est la condition povr zue D et £ snient caralléles ?

11  faut aus ces droitau siont une ﬁgme paralléle & 1’originel donc i1 faut

@t 1] suffit que lez verctours directeurs (a,byc) et (a'.b"yc’) soient nultipleg

1'un de 1'asutpre,

. : . b c
Ponc P s E s8i ot seulesont i e R B
&° b’ c’

Dés lors. les droites ab &t co sont poralléles si et seulement si ieurs
coufficients directeurs (c’pst-i-dive lps coordonnées des vecteurs directeurs)

sont provortionnels « cu
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EXERCICES

9. Refaire l'exercice 7 et mesurer sinai ln progrés accomplin dans le controle
des droites de M3,

18. Refsire la théorie qu'on vient de décrire dans ﬂ‘ pour le plan ﬂ"ct pour
1’espace RY.

11. Dans A¢ %‘). donner 1’éauation des droites passant par a et b?

a) & (64,2,%

b (1:7,64)
b) a (3,~4,2)

b (5,”‘31’
) (204 1}

&
b (-3,041)

12. Dans At R ), on donne les points 2(3,0:Q) , b(0y=2,0) et c(0,0,3). Quelles
sarlt les coordonnées des zommets du paralliélépipéde ayant oca, oby, 0C comme
aretes 7 .

Hé\m question avec les points al1,2,3) b{4:3,0), Cl(~1,-3,2) .

13. Dans A(R*), on donne la droite ¢'équations D tfx + 4y = 3

X+ 2y ¢+ 2=}
Quelle est 1équation de Ja droite paraliéle & D et passant par le point
BlLs2¢3) ?

14. Dans ACRY), on donne D:fx = t ¢ A
933»)\ )&&R

z *» -1 0%

et D&: = 3 4+
¥ =2~ 24 peR
z = ¢+ 20
Trouver ¢ pour que D" et D& soient deux droites sécantes.

19. Dans ACMR}), quelle ewt 1‘equation de la droite de vecteur directeur
iy 3y O) et passant par le point (2, Oy 1) 7

i6. Dans A¢ m‘:, quelle est 1'équation de la droite paralltle & la droite D ot
rassant par l& point a, dans les cas suivants ¢

a) Dl£n+2gll3 ot a {~1, .1’. 1)
z = 2
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n 8 “ *y » 4] et a (2. =1, 2}
eme= .

LEY DY x-A g1 _ z2~1 ot a (=3, =2y 1}

Y M Dcns Al tl’). on donne desux droites A et B par leurs équations ¢

Xx®24+X L um -1 - 2u
At {91-3#2)\ Aeh ctnl"{uﬂ 3u pe ™
T =t ~A T e 2 - 41

1} A ot B sont-elies gauches, paralléles ou sécantes 7
2) Détermniner lu point a de A et le point b de B de telle manidre que la droite
ab soit paralléle & la droite C: 3 = —{ =z,

4

18. Definir vectoriellenent le miliey de deux points dans un sspace &ffin AV},

‘) Momtrer que cette notion est conservés gar translation, que deux points et
lsur milieu sont sur une Kbws droite.

b) Bi aybyc sont des points non-alignés de A{V), montrer aque les aédianes ou
triangle a;b,c ont un point commun ¢ (centre de gravité de a,bec) situé aux 2/3
de chaaue médiane, & partir d'un sommet. Quelles sont les coordonnées de 97

¢) Chercher une géndralisation de b)), impliquant suatre points non coplasnaires
de AlV),

19. Montrer au'une asffinité du plan A( RY) trancforme toute droite en une
groite. Généraliser en définissant au préalable une affinite de A(-M3I),

ARETARN S DR W BTN I 2 M2 AN T 3 W CE IR HIE S0 B T R T 07 W I A TR R D N
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BLANS
Reprenons un espace vectoriel V et 1’aespace affin A(V). Nous avons défini

les points et droites de A(V}i, ainsi que. le parallélisee des droites. Noue
passons & l'introduction des plans en commencant par les plans vectoriels. ‘

Soient @y B des vecteurs lintairewent
"-g“’g indépendants dans Vs c’est-d-dire que 5'* R.a.

-
-
- - I

Le plan vectorisl 546 est 1'ensasbdle des

combinaisons linéaires de 3 et B, c'ost-d-dire
Gab = M3 +ME = tra + oF § r.sel

C’est le plus petit socus-espace de V contenant ¥
et B ( aftfirmation non démontrée),

deRa + R B ‘

Soit P&V et M T +AF un plan vectoriel.
L'ensemble P + RF + AD = (F + ra + «sb fr.eem
est un plgn attin ou plan s+ et nous deécidons aue

A& +RE des plans affins en provenance du n®wk plan vecto-

rielfd + R 5 sont paralities.

-

On démontre les propriétés suivantes?

of

(1) oar trois points non alignés passe un et un seul plany

2) 1311 W est un phn ot 8i a.b sunt des points dans Tl |, alors la droite ab est
dans H

(3) ¢i TF est un plan contenant la droite ab et si pe'ﬂ' s alors la paralleéle &
ab par p est contenue dans T ¢

(4) oi Tl est un plan et fun point, il passe un plan paralietle & par p.

WSO N WAL I N s S oK SENETIE NN W 5 50 MR ARIK O 5 0 T 0 00 0 MDA 7 403 e N 0

EXERCICER
28. Déemontrer toutes les atfirmations non etablies dans la section précédents,

21, 81 M est un plan de A(V), D une droite dans TT et p un point de Tf aver ¢ f
Dy prouver aue p est sur yng droite de W aui est disjointe de D et aue cette
droite ast la paralltle » D par p.

22. Dang At m3 ¥+ on donne deux pointg a.b d’une part, et trois coints C.dee
g’ autre part. Que peut-on dire de 1'intersection de la droite ad avec le olan
cde 7 '




) @ ® (1,0,0) ¢ b = (0,0,0) o, € % (141,08 « d ® €=1,8,1) ¢+ & = {Dq
B) @ ™ (1,001) 4 b = (0,0,0) 4 € ® (1241} , A = (~1,3,1} ¢ & e"to;o#’i'ti'_ :

) am (1,0,1) ¢ b w (04041) 4y ¢ = {1,141) s & = ‘“"11*91’ s B ™ (000"’

¢

mawpe AR
1) Voici trois points non-alignés @ = (a,s a4y ag)y B = (b, s bgs bg) et T,

= (G v Ty Cy} dans ACMD), Comment paut-on décrire tous les points x = (% xg

' x3) du plan T =abc ?

2) 11 existe une translation t transformant 3 en & et celle-ci transtorse W en
un plan +y® paralléle a vy .

L'image de B par t est B~ T et culle de €

est T - &. ..

Les points Oy € — & b - a sont non alignés
(pourquoi ? J. Donc ils déterminent le slan
vectoriel w’' = (Ber(B-I) + s(Z-D Jsr ¢ R ).

On dit aue B -2 et € - & sont des yncteurs directeurs de T¢° et de 7.
Toute combinaison linéaire non nulle de B - T et de & -~ ¥ est doalament un
vecteur directeur de W’ et deIT. 6rlce & 1la définition deg plans atfins
obtenue dans la section précédents.

¢

abc = W = (3 + v(B-3) ¢ s(E-8) | rosem? » T + [R(b-2) + ® (D

Ceci est 1’ gayation vectorielle de abc.

3) Dans A( R¥), le fait aue ¥ €T ou 1'éaquation vectorielle deTT , se traduit
d'abord par

Oty Xgv Kg) = By Bys By) + FiDg= 8y by~ a4y by ag)

+{ €, - Ay € - ALy € ag) n,ye B

aui livre trois touations parssttrisuss de 7T , & savoir

ix, = oa, +rl by= ay) + 8l c - a,)

Mo ™ALt vl by~ ay) + wl g~ ay) rvs &R
Ky ™ &y + vl Do ay) + 8( cy- ay)

4) En tirant r et 9 dus deux premitres équations paramétriques et en les
remplacant dans Ia troisidee, on obtient une éauation unique du premier degré
liant w,s ¥,y xy qui est 1"gquation statigus de T . Nous ne formulerons pas ce

calcul de maniéve générale cer i1 est trés Jourd. L'éléve s'exercera i

I'exécuter sur des sxewples numériques. Voici un modéle.

Exenplet a = (1,0:0)y b = (04240}, € = (141,43}

e s S s i R
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""fm‘r‘il-x,’.smn&m et l&‘?fi"“?“‘*xs/a

d‘ﬁs h‘*xbmxél.ﬁi -2=0

3) Dans le cas eénéral, on observe aue 1’ déquation finale est de la forme
(1) Ax+By+CzéD=0 i AmBGD el

au'on a déjd rencontrée dane W4, chapitre 3.

Oon peut se servir directesent de (i} pour déterminer les cooﬁ'icimtg
AByCsD an fonction das points a.bvc donnés ap départ. C'est une deuxibdee
méthode pour aobtenir 17 éauation statique deWl .

&) Toute dquation Ax + By <« Cz + D = 0O, ol AsByC ne sont pas simultanément
nuls, est 1'équation d’un plan. C'est ce au’on avait déjd vu dans VM4 mais en
adoptant une géfinition géométrique 2u plan. Notre nouvelle définition
vectorielle s’ajuste~-t-elile 7
Soit T l'ensemble des solutions de I'dqustion
Ax + by ¢+ Cz2 + D=0

T ast non-vide car si A § 0, le point G—A“‘ D,0,0)¢T | Boit t la translation
appliguant un point p de I sur 0. L'image de Tt par t est ¢’ d'éauation Ax
+ By + Cz = 0 {exercice). L'ansembie T’ est un scus-espsce vectoriel de R?
(exercice) et ce soup-espace est un clan vectoriel (exercicel.

74 A queiles conditions deux plang vectoriele ﬂ_*s n d' équations

Tt Ayx +Bay + Cqz =20
"Likx'X*ﬁLﬁ*C&Z n
sont~ils confondus ?

11 faut, d'une part, aue T4y et Tl aient 1o meme intersection avec le
plan d'équation ¥ = 0 et ce plan & 1a structure de A(TRY), (es intersections
sant domnées par

Abx + B& ¥y =0
Ay By
Il faut donc aue - amin
' 'q.‘t B‘d
- Drautre part, dans le plan d¢’équation « » 0, i}l faut que
By Cy
e

| A, By Gy
Finalesant, WE - ﬁ;, i et geulement Bi - W oo= ® eee

Ay By Cy

Dane cette démomstration on a imprudeswment divieé par A B  C sans
supposer qu'ils sont non nuls. Comse pour les écquations statiques de droites, la
formule obtenue s'interpréte sans peine si par exemple AL- O. Elle exige alors
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04 = 0 . Ls démonstration ze laisse compléter en conséauence,

8) Deux plans K N, o' ¢auations

“o"‘t"""nﬂ":C.z'tD,aO
Tt Apmw+BLyeCpzeby=0
A B, €

i -
sont paralléles si et seulemant i ==~ B oo B ——e

Cecti résulte de 7} et de la définition du paralléliame,
9) Deux plans T( . T(, d'éauations

NtA, x+B,y+C,z+D; =0
T tA x+B y+Cz+Dy=0

qui sont non paralliéles, ont une droite cosmune.

A B,
Preuve! on peut supposer que —— f —--
Ag Bg

L'intersection de N, et de Ty avec le plan z = 0 livre deux droites non

paralltles qui ont donc un point commun a & TN, A T,

L'intersection de Wet de T, avec lo plan 2z = | livre de weme deux droites

non paralltles aui ont donc un point commun be T,aT, .
De ce fait, a'f b et la droite abg T AN, .

». » SR TR AT Lol ot 2 2 M MW ST RN S S RO S e

EXERCICES
23. Reprendre 1'exercice 26, A~t-on progrecg? o6 ranidité ?
24, Démontrer les affirmations non grouvées dans la partie théoriaue,

2%. Dans A( 3 }v auelles sont les éauations d’une droite
a) paralléle au plan vectorizl oe e,
b) parailéle au plan vectoriel oe,e,
c) paralléle au plan vectoriel ve,e,
d) paralléle & ]1'axe ow,
@) paralléie & 1'axe e,
- 1) paralldle & 1’axe ocey
et quelles sont les ¢quations des axes 7

26. Dans A( ﬂ’)' on donne la droite d'équations Difx + 2y - Sz = &

*x -~y + 2xr =0
Quelles sont les intersections de cette droite avec les plans aqui passent
les axes ?

27. Dans A(TR®), on donne les points a{-3,1,0) et bii,2,~37.
a) Quellie est 1'équation de ab 7
b)) Quelle est 1'intersection de ab avec le plan (x.z) 7
c) Quel est e point de D dont la troisiéme coordcmné.f vaut 6 7

28. Dang A( R3), on donne les points ail,~2,3), D(3,4,1) et c(1,9,~3).

par
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a) Quelles sont les dquations de la droite o2 7
) Quelles sont les éauations de e droite parslléie & oca et passant par b 7
) GQuelles sont les dquations de ls droit »avallsle & ob et passant par a 7
d) Quelles sont les édauations de la droite paralisle & 1'axe x
{c'est—-d~-dire o, ) @t passant par & 7
@) Quellies sont les équatione de la droite passant par b et paralléle &
1axe 2 ( c’est-a-dire oey ) 7
f) Quelles sont les énuations de la drpite paralléle & ab et passant par ¢ ?
a) Quelles sont les équations de s droite passant par a, paralléle su plan
e, e ot a'appuyant sur la droite ob 7

2%9. Dans A( ﬁk?la trouver les dquetions paramdtriquas et statique du plan abc
dans les cas suivantst

a) al1,2:3) b{-~14041) c{2+-3,0)
b) al{is1st1) b{2¢ 242} Cl by =ty =R}
C) a{Sed,6) 5‘39‘1?) C(?v@fn

38. Dans A( ﬁh?). déterniner la réel x pour qua les points a,0:Cid soient
coplanaires!

alisy241) b1, 3,0 ci=1,0:5) d{3y =&y x)

31. Dans a( RY), ‘on donne las plans R : 2z =0 et (5!2u+2w“!-0.
Déterminer laus ¢quations paramétriques de D = o(np

32. Dans A( RY ), & quelle condition la droite d’équations
¥ - a v - D 2~ €
-""--;’:-o- = uvwﬁ« o -“-i"-w

et le plan d'équation Ax + By + €z + D = § gont-ils paralléles ?

33. Dans A(ﬂ?!. écrire 1'dquation de deux plang passant par la droite
d’ équations

XK~ & W~ b LI
--z-»o » - .-—‘(v‘ - » ..,..,:.‘.a e
34. Dans Al &%), gi D est Ja droite comsune aux pians
LI A, x + B, y+C, 2z2+D, =0
“?&! h&x + 3&” + CL z ¢ B;“O
tout plan passant par D est représente par une éauation

NeA, x+B y+Ciz+D, )+ niA x+B,y+GCz4Dy)=0 (1)

ot A, u e R et (X, ) # (0,00, Reciproavement, pour tout (X, ) # (0,01,
(1} représente un plan passant par D. d

Démontrer (attention & la rigueur *)
35. Dang A(!ﬂ?). déteraingr | 'ensepble des glans passant par D tfx -~y = 0
XK +y+z=1

Parmi ceux-ci, déterminer
a) celui aui comprend (0,0,0}

.....
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Bb) celui aqui est parallidlie & }'axe y
¢ eelul i est parailéle & plan x = 2,

36. Dans ACRY), aueile ent I'énuation des plans (X,¥)y (X,2) et (Ys2)s 00 Xs¥s2
représantent les axes 7 -

37. Dans A( ﬂ?h quelle wot !“éauation Fun plan
&) paralldls au rlan (3.Y)
b} paralléle au plan (X2}
c} parailtle au plan (Y,7}
d) paraliéle A 1Tawe i
e) paralléle & [Taua Y
) parailéle & 1taxe 7

38. Dans A( %%, quelle est 1'dquation du plan comprensnt la droite
A Sgx = O
{2! *y - z2mQ

% -1 y +2
et pavalitie & la droite B ¢ = ‘ LI T ¥
2 A '

N PR ] gy &2

39. Dans ACR’), on donne les droites At = -1~z
3 3
ot Bs)x = |
¥+ 3z =g
On demande i’équation du plan o =mul passe per l'origine ot qui est paralléle su
plan (A8}, w“
48, Dans A( RP), quel wst le point de percée de D%{x -y w0 dans &
XK+ y +2e

o0 & est le plan dont l'eauation emt rechercoee « i exercice 39 7
41, Dans A( Y, on donne la droite Atjx = 0 '
£2u $y=—-zm80
- 1 y + 3
Aa droite Bt ~—wmen ™ wmecmee & 3 - | gt la droite Ca%x -y =0
{ 2 4 ¥ + y o= ]

GQuel est le point de percée do ¢ dans le m.vm (AyB} 7 Attention, cet exercice
cache une attvape !

42. Dans Al &3)' auglle est 1'éaustion du plan (A;B) «i

Y 7 -2
At + y + 2~ 2= 0 et Bt X = § ® moer # o
{9x+:ag+5z~9~c z 3

43, Dans Mlﬂ,’). écrirve L7éauation de ia droite aui comprend le point a(l,1,1)
ot aui s'appuie zur A #t B ¢
, ¥ = 1 y +3
Aty = O B " m g =~ }
‘2»@ +y~z=0 2 L]

44, Dane A ﬁ.’ by trouver le point de percée de & dans & . dans les cas suivants
(8i du moing ce point existe):
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" -1 3
a) Ally) -(4) +k(0) k €
. z -4 1 1 .

At x-29g+3=0

N I R

A1 x-W+22~-6=0

ey A - =

A1 9% ~y~-22 a0

4%, Dans A( "-)). on donne les points 8(1,343): bB(341y-1) et cl{4,-6,2). On
demande 1'équation

4) du plan ocab

b) du plan passant par c et paralléle au plan ocab

c) du plan passant par a2 et paralléle au plan (Y, 2)

d) du plan abc

#) du plan passant par o et paralléle au plan abe

t) du plan (a,X) déterminé par le point a et 1'axe X

9) du plan paralléle & la droite ab et comprenant 1'axe X

) du plan paralléle & 1’axe Y et comprenant la droite ac = =~

i) du plan paralléle & ca et comprenant la droite be .

46. Dans AC %), un cube de fromage C = ( (X,usz) | Of xyys26 1) st coupé selon
leg plans X = vV, Y = 7 gt Z = X. Combien de morceaux obtient-on ? (On ne déplace

aucun morceau de fromage avant d’avoir termsiné ﬁl“ découper).
[ A

47. Dans Al l‘h on donne la tétrabdre abcd: a(é,~1,2), b(-6,9,4) et le milieu
de cd 1 m(9:2y-7). YTrouver le centre de gravité de la face bcd.

48. Dans A( fl’). on donne les droites A, B, C ?

k=1 z -2
4% ¢+ 9y + 22 - I = O 2 3

C t{x~y=20
Jy + 2 =0

' Teouver la droite P s’appuyant sur A, s'appuyant sur B et paralléle & C. Trouver

law points d'appuis de P sur A et B.
y+h z -1

iv 49, Dans AC R ), on donne At x - 4 = -

3 S
et At ax ¢+ Jy+br-8m0
Trouver & et b pour que ACH .

53. Dans A¢ RY), on donne M{Sn-?y-*ﬁz#bﬂo
. ) ¥~ 3y + Jz+2=0
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W les ¢ventuslles velations de parallélisme et
viDgeat, s d nd, .

L - (1,0,3) + X (20006} - A Joo R
fmm;zr ® (1,2/3) + N (1,1,%) |

: . (123 ¢ A (1,0,3) ¢ w0,142)

4., ' tn,u.zx = (1,2,3) + )u:s,om +  u(1,04%)

By 1w T) ® (151430 + X (0,2,4) ¢ w(=1,0,=D)
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EME
Un_sapace vectorigl réel V est constitué par

1) un groupe commutatit V,+ X

2) une fonction de R x V dans V aui umcu & tout reel v do M et & tout
vecteur V' de V, un vecteur noté rV qui appartient & Vi cotte Qmﬂm sst
soumise sux conditions

2.1) ris¥) = (re)V

2.2) (rés)v & vV + &V pour tout rys & R,

2.3) v(T48) = o7 + vy pour tout vie € V

2.M) iV =V '

ey

Sous-eseace vectoriel

Un sous-~aspace W d'un vectoriel V nt lui-see un espace vcctarul st
1Y iwé W inpliquo Ve € W

2) reMet Ve W isplique vV & W

HVesw

La condition 3) peut tre remplacée par t W est non-vide.
W_AL_&_L passant Pﬂ‘ les points distincts & = (a v 8y a,) ot U= (b, s

b ! by)
a) Equation vectorielle de ab ¢

W &
ab-{3-7+r(ﬁ-‘i’)]re&§-:+m(‘ﬁ'-i’) |
b} Equations paramétriques de ab @
X = a,+ rib,~ a,}
¥ ®agt riby- ay) rel
zZ = a&'& r(b)'- a,)
c) Equation statiaue ou cartésienne de ab @
H - l. ¥y -~ &" 4 "‘I,
= - - si atfb.ot a, ¢ beet a’,tb’

] ’
- et z=a, siagjboet a$ beta =by
b~ a, b, ay '

yu=a, e z=a, s agb eta =b, eta,=by
Deux droites oe A( (‘R}) sont paralléles si leurs vecteurs directeurs sont
proportionnels. '

> punnt par les points m-counniru as u N a‘. a ) 5

‘b . bL’ h‘§ ot C= ‘C ’ CL' C,)

a) Equation vectorielle de abc !

e = TerE-D+al-0|rseal=T+RE-D ¢+ A @D




b) Equations parasétriques de abc @

x®a, +rib, ~ay +slc,-a)
abc 3 Jy = an +ribg - ay) +sic, - ay rs € R
' z =8, +Mb5*a3)+|(c,-a,)

¢) Equation statique ou cartdésienna de abc ¢

abc t Ax + By + Cz2 + D=0 (1) ' .

i

avec (ABC) 4 (0,0,0) , od AR et C sont tels aue les coordonndes de a.bc

véritient (1),

Les plang A3 A x + By + C.z + Dy » O
ot Ayl Apx + Buy + Coz ¢+ Dy = 0
sont paralleles si et seulement si

A' 3. C.

wwraons $B  vwimen B  csoman

A, By Cg
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