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- Mathématique = 6 — Les déterminants = 1

= LES DETERMINANTS - "

Un autre dialogue entre 1’ algebre et la géométrie

INTRODUCTION D' ORDRE HISTORIQUE

Les déterminants sont traditionnellement l1iés aux systémes de n ( n
=2, n =3, ...) équatidns linéaires & n inconnues, sur R, sur C ou

,sur un autre corps.

Dés 1' Antiquité, vers - 1500, des mathématiciens babyloniens ont
rencontré et créé des problémes conduisant a des systémes linéaires et
ils ont été a méme de les résoudre. On'cite un exemple ol n = 10.
Impressionnant !

Jusqu' & la Renaissance, 1' algébre demeure tributaire de la
géométrie, Un nombre réel représente un rapport de segments. Le
produit de deux réels exige une aire, le produit de trois réels exige

4 5 6
un volume et dés lors comment concevoir ce gue nous notons X , X , X,

x7, ees ?

Oon comprend que la résolution d' équations et de systémes soit
demeurée un tour de force pour les meilleurs mathématiciens.

Une lente progression au travers d' acquis divers das natamment aux
mathématiciens indiens et arabes, durant un millénaire environ, nous
améne A une période de changements radicaux. Un artisan essentiel est
Francois VIETE (1540,1603). Celui-ci introduit des lettres pour noter
les coefficients et par 1la, il devient possible d' étudier et 4d°
écrire une infinité d' éqguations dans une seule expression. C' est un
gain en abstraction et en généralité. En se servant des aires, Vieéte
établit des reégles du calcul littéral comme la distributivité et la
régle des signes. A pértir de la, 1' algébre dagne peu & peu son
autonomie vis-a-vis de la géométrie. Les nouveaux développements n'
exigent plus le recours aux aires et aux volumes. Il devient possible
de concevoir un polynﬁme'général. Chez DESCARTES (1596, 1650) en 1637,
les polynbmes s' écrivent a peu prés comme pour nous et des théorémes
généraux sur leurs racines apparaissent.
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L' algebre jadis soumise a la géométrie, obtient sa revanche avec
la création de la géométrie analytique due & FERMAT (1608,1665) et
DESCARTES. Puisque toute équation polynémiale

f(x,y) =0

livre une courbe, on découvre ainsi une véritable machine & produire
des courbes nouvelles. Avant cette période, il y avait une collection
assez limitée de courbes gqui avaient pu étre étudiées de maniére
satisfaisante. FERMAT est 1le premier & observer que 1les sections
planes du cdéne ou conigues coincident exactement avec les courbes du
second degré ( le cas‘ou f est ﬁn polyndéme de degré deux). Si f est du
premier degré, f posseéde trois coefficients. Si on exige que la courbe
d' équation f£(x,y) = 0 passe par un point donné, les coefficients sont
soumis & une équation linéaire homogéne. Deux points imposent deux
conditions linéaires homogénes et livrent une solution ( & un facteur
prés). C' est assez naturel car par deux ﬁbints passe une et une seule
droite. On manipule de méme les polyndmes du second degré qui
dépendent de six coefficients. On trouve ainsi que par cing points,
passe une et et une seule conique, sauf aécident. Accident ? Oui. Par
exemple si les c¢ing points sont alignés, mais les accidents n'
arrivent qu' avec les coniques dégénérées, d' ol le nom de celles-ci

Mais les conigques ne suffisen*’plus au bonheur des mathématiciens. Le
grand NEWTON (1643,1727) s' attaque aux cubiques (f est du troisiéme
degré) et il les classe entre 1670 et 1695 en obtenant 72 types
différents, sur base de critéres asymptotiques, de points doubles, de
points d' inflexion, etc. James STIRLING (1692,1770) montredans son

livre " Lineae " (1717) qu' une courbe de degré n est déterminée par
2123:—21 points. Pour n = 1 et 2 on retrouve les valeurs 2 et 5. Une
cubique est déterminée par 9 poidts.

Colin MAC LAURIN (1698,1746), dans " Geometria Organica " s’

attague aux intersections de courbes planes en analysant divers cas
spéciaux. Il conclut que deux courbes de degré m et n ont en général
m.n points communs.

EULER (1707,1783) échoue dans uné tentative de démonstration (1748)
mais il cerne bien les difficultés. '

C' est BEZOUT (1730,1783) gqui donne une premiére démonstration
largement satisfaisante en 1764 mais il faudra attendre 1873 pour une
mise au point définitive par HALPHEN (1844,1889),.
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MAC LAURIN avait déja signalé un paradoxe que CRAMER (1704,1752)
répercute dans son livre de 1750 " Introduction a 1' analyse des
lignes courbes algébriques”. C'est ce qu' on appelle le paradoxe de
Cramer : Par 9 points passe une cubique mais deux cubiques se coupent
en 9 points. Ces gquestions incitent les mémes mathématiciens & une
étude générale approfondie des systémes de n équations linéaires a m
inconnues, notamment dans le cas m = n.

Les cas ou m = n = 2, 3, 4 sont traités par les déterminants dés
1729, par MAC LAURIN mais ils n' apparaissent qu' en 1748 dans son "
Treatise of Algebra ". Voyons de quoi il s' agit.

Si on considére le systéme de 3 équations linéaires a 3 inconnues

+ + =
a11x1 a‘12x2 a‘l3x3- b‘l
+ + =
aZ‘lx‘l a22x2 azaxa b2
+ + =
a3‘1x‘l a:BZXZ a33x3 b3

et qu' on le résout par élimination successive des inconnues ( méthode
des babyloniens appelée méthode de Gauss) sans prendre trop de

précautions avec 1' annulation possible de certains coefficients, on
trouve

b - -
1222%33 7 P1353%;,

xi-

..

- - a__ +
241%22%33 241832223 842%21%33

Le dénominateur sera le déterminant de la matrice associée au
systéme

%41 312 313
321 822 323
831 432 333
Voila ce que découvre MAC LAURIN et, indépendamment de lui, CRAMER
dans un livre paru en 1750. Il donne un énoncé de la régle de Cramer
que nous allons étudier. La théorie est améliorée paf{BEZOUT (1764) et
VANDERMONDE (1735,1796) en 1772. Celui-ci fournit un premier exposé
cohérent de la théorie. Il formule et démontre la fameuse régle de
CRAMER. CAUCHY (1789,1857) achéve la mise au point de la théorie
classiqgue, invente le nom "déterminant” et introduit le tableau carré.
I1 prouve gque det(A.B) = detA.detB.
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En 250 ans, 1' algébre s' est constituée en discipline autonome,
elle a nourri la géométrie par les courbes algfriques ( déterminées
par un polyndme ). La géométrie, par le bials de questions sur les
courbes, appelle une théorie générale des systémes d' équations
linéaires, possible gréce aux notations algébriques acquises
récemment. Le déterminant est découvert et utilisé. Une nouvelle
théorie purement algébrique se constitue. Est-ce 1la fin de cefé
histoire en forme de dialogue entre la géométrie et 1' algébre ?
Insoutenable " suspense "...

Ce n' est pas la fin. Vers 1870, KRONECKER (1823,1891) découvre un
lien remargquable entre le déterminant et le plus vieux des sujets de
géométrie : aires_et volumes. Cette histoire est moins connue car trop
récente, mais elle est passionnante et c¢' est elle qui nous guidera
dans notre théorie qui sera a la fois géométrique et algébrigque.

AIRE ORIENTEE ET DETERMINANTS

Vers 1870, Kronecker a compris le lien entre aire ( vofume, etc )
et déterminant.

Travaillons dans le plan réel Ez d' origine o. Deux vecteurs a, b

b a+ b déterminent un parallélogramme qu'
Z///// ////// on peut noter ( a,b ) en remettant
o a

les barres pour se'rappeler gque a et

b ne sont pas des coordonnées de
points.
Soit A( a,b ), 1' aire de ( a,b ). On a A{ a,b ) = A( b,a )
La fonction A pourrait-elle é&tre linéaire en a et en b ?
(I1 suffit d'examiner le cas de b, le cas de a étant similaire.)
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On doit pour cela vérifier que pout tout a, F:,E;. b € Ez et A € R
A(a.b1 + bz) = ﬁf i:b1) + A( _?:Pz)
et que A( a,Ab ) = A.A( a,b )

Considérons la premiére égalité et tentons un essai pour voir si "ga

k$=\3.+b&

marche" :

Soit b = b1 + b2 L' altitude de b

au-dessus de oa est la somme des

altitudes de b1 et de bz( par la

).
bz
Dans le cas présenté, on a que

A(Z,b1 + b)) = A( Z,Ei) + A( 'E,E'z)

Mais nous avons raisonné sans

translation to

T

ﬁwt grandes précautions-sur une figure et

o une autre figure fait ' écrouler

notre réve :

N Ici, ﬁ(;,b + b_) = 0 mais
| N _ 2 -
N
& \\\ A( a.b1) + A( a’bz) #0
: > On "sent™ que 1' aire doit étre
a]
,‘F /// biaby OY“ orientée  pour que la- propriéte
,
[ . subsiste.
b,,

(Ayo) Ab, L' altitudeide Ab au-dessus de oa

est A fois celle de b (Thales). Donc
A( 2,0b ) = A.A( a,b )
b .// mais ceci suppose A ) 0 sinon,nous

¢ a aurions obtenu
(»)

5 : :

/ / A( a,Ab ) = ~A.A( a,b )

(o] o

notre but n' est & nouveau pas
atteint. La nécessité d' une aire

orientée apparait & nouveau.

Ab (h<o)
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~Conclusion

On introduit avantageusement, & c6té de 1' aire habituelle A(F) d°
un figure plane F limitée par une courbe simple C(F), une aire
orientée Ar(F)

CCF)

Ar(F) = A(F) si C(F) est orientée positivement ( le sens positif
étant le sens antihorlogique comme en
trigonométrie.)

~-A(F) si C(F) est orientée négativement.

Remargues

1.I1 faut s' assurer que la conclusion ne conduit pas A& de nouveaux
ennuis.

2. L' avantage apparait aussi dans 1l' intégrale définie
[+
I f-Ar(!lS ) +A'(@’)
a -

e ()= e(=)
_____—"

L' intégrale est 1' aire orientée "sous™ la courbe que f so0it

mb-—c—-—

positive ou négative.
3.L' avantage apparait pour un polygone P dont on recherche 1' aire en
le "disséquant™ :
Pa, P

Pu P < l°q

Ps 5 Ps

Si o est un point intérieur &8 P, A(P) = Z A(opd“‘.) ol Pe=P,
1l [

e e ———— e < @ St s =
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Avec la notion d' aire orientée, ceci reste valable pout tout point

o du plan, celui-ci pouvant é&tre a 1' extérieur du triangle
5

AT(P) =Z A"( op,p, o)
ooy iy 1o

A(op,p,) + A(op_pP_.) + A(op,p_) - A(op ) - A(op,p
gy 2 33 2y A" 5
A(P) :

Reprenons A'( 3,b )

Nous admettons physigquement que

1°) A"( 3,a ) =0 VaeE: -
2°) A"( 3, +a,b) =a"(a,b)+n"(3,b) Vva,a, beE’
( et de méme pour b = b1 + bz)
3°) A"( ».3,b ) = A.A"( 7,b ) Va, beEl, vieR
( et de méme pour A.b )
4°) A"( 3,6 ) €R va, besl

Nous avons créé de cette maniére une forme bilinéaire sur 1l'espace
vectoriel des vecteurs de Ez : Une forme bilinéaire est une fonction
qui associe un nombre réel A& deux vecteurs dquelconques (propriété
(4)), cette fonction é&tant iinéaire par rapport aux deux vecteurs
(propriétés (2) et (3)).

Un autre exemple de forme bilinéaire rencontré dés la quatriéme,
est le produit scalaire de deux vecteurs de Ez.

De plus toute forme bilinéaire vérifiant la propriété (1) esf
appelée forme bilinéaire alternée.
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Si on choisit une base dans Ez, 1' aire 4' un parallélogramme peut
s' exprimer en termes de coordonnées. En effet,
Soit (el,
1'aire Ar(gi,gz)étant prise pour
unité de surface
AT(e o)) =1

2

ez) une base dans EO,

"onaA"(a,b)=A"(ae +ace ,

11 282 + P,8, 22

=A"(ae ,be +be )+A(ae, ,be +be )
=A"(ae, ,be )+A(ae ,be, )+

A"(ae, , be ) +A(ae,, be, )
= a1bll§r( e e )+ aibzhr( €8, ) + a2b1Ar( e, /e, )

) -1
+ azbzAr( 32'32 )
o

= aib2 - azb1 qui est par défi?ition le

déterminant associé aux vecteurs a et b
on a donc

) {det( a,b )

Considérons maintenant la transformation linéaire

t(e,) = a + a_e
t : B2 » B? ; 1 111 21_21

] 0 t(zie

La matrice associée & cette transformatibn.linéaire est

noon
| o]

o

+
a12 1 aZZeZ

a a a
T = 11 12 dont le déterminant vaut det(T) = aii 12
2 322 21 22
= a_.a
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ainsi que la transformation linéaire

b11e + b_e

1 21 QJ
h(ﬁzj biziz + bzzez

La matrice associée & cette transformation linéaire est

h(eiy

on

b b b .
H = b11 b12 dont le déterminant vaut det(H) = b11 b12
' 21 22 ”e 2
) b11b22 B b21b12

La composée HoT est une transformation linéaire de matrice

.
. an a2 b11 b12
¥ TnH = a a . b b
K L “21 22 21 22
5
: r :
. + +
¥ _ a11b11 a1zbz1 8,1 b1z a1zbzz
' - + +
|5 L az1bu azzb21 a2 b1z azzbzz
|
+ +
a11b11 a12b21 a1 biz a12bzz
et det(T.H), = | o b +a b a__b._+a.b
21 11 22 21 21 12 22 22
= +
a11az1b11b1z + 11a22b11 22 + a1zaz1bz1b12
8,2 zzb21bzz - 8,182, b b - a11azzb12bz1 -
8,2 21b22b11 b 1zazzb b°1
= 11azzb11bzz + a1za21b21b12 - a11aazb1zb21
i 12 21b22b11
&
¢ D' autre part,
¢ .
: det(T).det(H) = ( a 2, - a,a, ). ( b“b22 - bmb12 )
= - - +
a11azzb11bzz a11azzb21b12 az1atzb11bzz 821a12b21b12

On en déduit la propriété
Si A et B sont deux matrices carrées 2x2, on a

det(A.B) = det(A).@et(B)

La généralisation aux matrices nxn est vraie mais sa démonstration
exige des méthodes plus sophistiquées.
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De plus, si A est une matrice carrée inversible d' ordre n, on a
1

A.A” =1 od I est la matrice unité d' ordre n
e det(A.A”') = det(I)
e det(A).det(A™ ') = 1
-1, _ 1
| det(A ') = Tt (A)

Une derniére propriété des déterminants parmi tant 4' autres :

. S1 t est une transformation linéaire{duaplan, de matrice T et si H
est la matrice d' un changement de Dbase, la matrice de 1la
transformation linéaire dans la nouvelle base vaut :

R

“lr.H

*
Le déterminant de T vaut donc

det(T ) = det(H '.T.H)
e  det(T ) = det(H™!).det(T).det(H)
e  det(T ) = det(H™!).det(H).det(T)
e  det(T ) = det(T)

On en conclut -

. Si T est la matrice d4d' une transformation linéaire

de Ez, son déterminant det(T) est un invariant par

rapport aux diverses bases de Ez.

Ainsi, la signification profonde du déterminant est modifiée de
maniére radicale. Ce n' est pas vraiment une notion algébrique liée aux
matrices mais bien un concept 1ié aux transformations linéaires. Si T
est une qfnsformation linéaire et V un volume (ou une aire), T(V)/V
est le déterminant det(T) ou plutdt | det(T) |.
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Pour terminer cette introduction respectons

avec cette démonstration sans parole:

Démontrons que 1' aire du

(a,b) et (c.q) vaut

parallélogramme

la valeur absolue du déterminant

L]

une minute de silence

déterminé par les vecteurs

cd

- e e o aswamm o oy

r

(a,db)

(a,d)

I = | ad - bec |
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PLAN DE TRAVAIL
Définitions et rappels : a, b, ¢, d, alj, b;;' ci’ € R.

- une matrice carrée est un tableau de nombres qui représentelyf un

opérateur.
- Un déterminant sera un tableau de nombres qui représente un
scalaire. .
-~ Addition de deux matrices A et B de mémes dimensions :
A * B , tef{1, 2, ... ,m)}
jef{, 2, 0. » n}
~ Multiplication d' une matrice par un réel :

- C_xn ou clJ - ajj + b‘

xn

J

r.A.xn - C.xn ol c‘j - r.aij , r €R
ief{1, 2, ... ., m}
Je{1, 2, ... , n}
- Multiplication de deux matrices :

| 4
A . B = C ou ¢ =Y a, b, 1€{1,2, ...,m}

nxp pxn mxn J ke1 kJ
je{1, 2, ... , n}
-~ Soit une matrice M : ’
%31 %42 %43
M = la a a , le déterminant associé & cette matrice sera

21 22 23
231 %32 %33

%41 842 %13
noté detM = ﬂ - a21 °zz aza

a31 a32 a33

- Le déterminant 1x1 : det a = a

a
- Le déterminant 2x2 : l = a.d - b.c €R
-~ Le mineur de 1' élément °‘3 d' une matrice A, carrée nxn est le
déterminant de la matrice obtenue en supprimant dans A la 1"' ligne
et la j... colonne. Le mineur de 1' élément a‘j se notera ij'
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Exemple : Le mineur de 1' élément a . dans la matrice ci- dessus vaut

a21 a23

a31 a33

Az =

- Le cofacteur de 1' élément a‘J d'une matrice A, carrée nxn vaut

(-t Ay

-~ Théoréme : La somme des produits des éléments d' uncfangée (ligne
ou colonne ) d' une matrice carrée par leur cofacteur est une
constante.

La constante obtenue est appelée déterminant de la matrice.
~ Régle de Sarrus pour calculer les déterminants 3x3 :

a11 a12 a‘13

%21 %22 %23 | T ®11%22%3 T %12%23%31 T %21%32%13

a a a '

31 32 33 T 231%22%13 T ?21%12%337 ®?11%32%23

Exercice : Calculer 1

2 0 1

3 1 -2 1
-1 0 1 2
2 0 -1 -1

~ Le déterminant d' une matrice carrée est égal au déterminant de la
matrice transposée. i

- Un déterminant change de signe i on permute deux rangées
paralleéles.

- S$i un déterminant a deux rangées paralleéles identiques, il vaut
zéro.

- Pour multiplier un déterminant par un réel, on multiplie chaque
élément d' une rangée du déterminant par ce réel.

- Si un déterminant a deux rangées paralléles proportionelles, il
vaut zéro.

- Somme de deux déterminants :

a,,* b1 a12+ b2 a5t b3

221 822 823 -
831 %32 833

2131 %12 %13 by, by by
821 %22 %3 | Y| %21 %22 %23
%31 %32 %33 %31 %32 %33
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- Un déterminant ne change pas de valeur quand on ajoute aux éléments
d' une rangée la méme combinaison linéaire des éléments de rangées
paralléles.

- Le rang d' une matrice est l1' ordre du plue grand déterminant non
nul que 1' on peut extraire de cette matrice. Le rang est en fait le
nombre de lignes ou colonnes linéairement indépendantes.

~ S1 on multiplie les éléments d' une rangée d' un déterminant par

les cofacteurs d' une rangée paralléle, le nouveau déterminant obtenu
vaut zéro.

-~ Inverse d' une matrice

Exercices :

1. Calculer la valeur des déterminants suivante (a, b, n € R)

a) a b a + b
-b a+ b a
0 a.b a.b
b) 1 n n(n + 1)
1 n + 1 (n + 1){(n + 2)
1 n+ 2 (n + 2)(n + 3)

2. Démontrer que (a, b, c € R)

a) 1 sin 2a cos 2a
1 sin 2b cos 2b = 4,.8in(a - c).ein(c - b).sin(b - a)
1 sin 2c¢ cos 2c¢
b) a a a a
a b b b
a b c d

3. Trouver k € R pour que 2 -1 k
1 3 -2 = -8
k -1 0
4. Calculer (a, b, ¢ € R)
a) 1 1 1 1
1 1 + a 1 1
1 1 1+ b 1
1 1 1 1 + ¢
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sont vérifiées, calculer A~ ' :

4
b) 12 . 12 1
sin"a sin"b
S\
cosza coszb coszc
c) a-~-b ~-—c¢c 2a 2a
2b ~-a +b ~-c 2b
2¢ 2¢ -8 - b + ¢
6. Déterminer le rang des matrices suivantes (m € R)
ay [ 1 .
> co m
/3
-3 sin m
L /3 tg m
b) [ -m m?
2
m -1 - 3m
\m‘*l m
¢e) { m m+ 2
m+ 1 3m
d) { m 1
1 m 1
L 1 1 m
6. Calculer si possible nl, 61
8 0 -1
M= 0 2 0
1 1
2 0 r
7. A quelles conditions A est-elle inversible ? Quand ces conditions
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RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES CARRES PAR DETERMINANTS
On considére le systéme
B X v ALy +az= b1 ol a‘l et_bi € R
S a,,Xx +a,y+a.z= bz
aaix + aazy +a .z - b3
bl 231 %42 %43
ou S : A. - avec A = a,, 2, 2,4
z b 231 %32 %33
bi
ou S: A.X =B . avec X = y et B = b2
z b3
Premier cas : Le rang de A vaut 3.
Théoréme préliminaire : A.nt = (det A). I ou
A = ( a‘J). la matrice citée ci-dessus.
M est la matrice A ol on a remplacé chaque élément

-

aij par son cofacteur noté A‘j.
I est la matrice identique d' ordre 3.

Démonstration:

" 841 %42 %43 Aig P2y A3y
AM- = ay, 8, 85 |- |Ay2 P A,
831 %32 933 Aia Pa3 Aa;
, L TL TR PPLPPASL PP LA, o 0
- azihti + ’zz“az* aza“;a = 0 detA } 0
0 0 detA
0
= detA. o 1
0
= detA.l

C.Q.F.D.
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Considérone le systéme

A.X = B
- A"l.a.x = a"l.s (A"Y existe car le rang de A vaut 3)
- x = al.s or A.M% = (det A).I
e a"1.a.n% = (det a).a71.1
- nta (det A).A‘1
-1 1 t
. N & A =gt "
- X-m.ﬂ.ﬁ
| .
( . m11 Azy Py by
And = det A " |P12 P2z P52 |°] P2
\ 2 ) A3 Pas Aag bs
() (
X . . b:“it + bznzt + bans1
hnd Y | = Geta "|P1f1z * Pafaz * P3fs
\ Z ) \DyAyg + DR,y + DAy,
[ )
X
X det A
D
had T v - det A
2 Oz
det A
.
b

1 %12 %13
ol D = b2 a a qui est le déterminant de la matrice A ou
a on a remplacé la premiére colonne par B

3 32 33

2,9 by 2y,
D = a,, bz 2,3 qui est le déterminant de la matrice A ol
y a on a remplacé la deuxiéme colonne par B

31 P3 933

0, = |a a bz qui est le déterminant de la matrice A ol
on a remplacé la troisiéme colonne par B
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Exemple :
" X + y + zZ =
S 3 X -y + 2=
X =y + 2Z =
1 1 1 1 1 1 |1 1 1
A= 1 -1 1 det A = 1 -1 1 - l 1 -1 1 - -2
1 -1 2 1 -1 2 13-1z 0 1] 1
det A # 0, le rang de la matrice A vaut donc 3.
1 1 1 4::2-c‘l 1 0 (v}
o,=|2 -1 1}= " 1 -3 -1 | = -5
1 -1 2 1 1 -2 1
1 1 1 1 1 0
D = 1 2 1 - 1 2 (o} -1
y 1 1 2 €37 |1 1 1
1 1 1 cz-u-c‘l 1 2 1
Dz - 1 -1 2 - 1 0 2 - 2
1 - 1 1 0 1
X =2
2
solution : S y = - %
zZ = =1 .
Deuxiéme cas : Le rang de A vaut 2.
On a det A = 0 et supposons Ata #0
By * Ayt az=b, (1)
S A, X v o,y +a,.zm= bz (2)
a31x + aazy + aaaz - pa (3)
(1).613 + (2).A23 + (3).4\33 ‘ gzrczctizeoost équivalent & S
- (2) 13
(3)
r
x'(°11Ata * °21A23 * °31A33) * y'(’az“aa + azz“zs +a “33)
v z.(a 8,5 * 858,35 * 85505,)
- = byAya * b + bRy,

(2)
. (3)
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X.0 + y.0 + z.0 = Dz
e { (@ i
L (3)
( Dz = 0
- J{ (2)
L (3)
Soit Dz # 0 et dans ce cas, le systéme est impossible, la solution est
vide.
Soit Dz = 0 et dane ce cas, le systéme a une simple infinité de
solutions '
x €R
S 3 y = f(x)
z = g(x)

Troisiéme cas : Le rang de A vaut 1.

On a det A = 0 et ij =0 (1,J€ {1, 2, 3})

Supposons 2., #0

Bgq% Y 8ypY * 85T = by (1)
s 80X + 85, + 8,2 = b, (2)
a X v a .y +a .z . b3 (3)
[ (1) ‘
- (2).a11 - (1).a | E:rez::i:cocct équivalent & ¥
L (3).011 - (1).33‘l :
([ (1)
O Y-(a0 T a50,) ¢ Z-(8,50, T 853%,,) = B8y, T Py0a
| V- (85,8, — 85585,) + Z.(a558,, = 8,5385,) = by, = byag,
[ (1) |
| 0 = by, - by,
0 = bja,, - byay,
si bzait- biaz‘l # 0 ou baqii— b1°31¢ 0, alors le systéme n' a pas de
solution.
si b2a1‘~ b1°21 = 0 et baa‘1 b1°31 0, alors le systéme a une double

x € R
infinité de solutions : y €R
z = f(x,y)
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Quatriéme cas : Le rang de A vaut 0.
Ox + Oy + 0z = b1

S Ox + Oy + 0z = bz
Ox + Oy + 0z = ba

si b1 # 0 ou bz # 0 ou b3 # 0 , alors le systéme n' a pas de solution.
si b1 = 0 otb2 = 0 et b3 = 0 , alore le systéme a une triple infinité

x €R
de solutions y €R
z €R
Exemple :
(a2 + 2)x + 3ay + 3az - a + 4
S 3x + (a2 + 2a)y + 3az = § ol a €R

(a2 + & + 4)x + (a2 + 6a)y + (a2 + Sa)z = 3a + 7

a + 2 3a 3a

det A = 3 - & + 2a 3a
az + a + 4 az + 6a a2 + 6a
az + 2 3a
= C_~C 3 az + 2a -az + a
3 2 2 2
a + a + 4 a + 5a 0
2 az + 2 3
- B.(a - a)o 2
a + a + & a + §

- a%.(a - 1).(a% + 22° - a - 2)
az.(a - 1)2.(a + 2).{(a + 1)

1. Det A # 0 : a # 0, a # 1, a # -2, a # -1

a + 4§ 3a 3a
D = 5 a2 + 2a 3a
X 2 2
3a + 7 a <+ ba a <+ ba
a+ 4 3a 0
2 2
= C,-c, 6 a + 2a a - a

3a + 7 ' az + 6a 0
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2 a + 4 3
a .(a - 1).
3a + 7 a + 5

a2.(a - 1).(8% = 1) = a%.(a - 1)%.(a + 1)

az + 2 a + 4 3a
6 3a
az + a + 4 3a + 7 ez + ba
az -1 a -1 0
11-—12 ) 3 -3 3a
a + a + 4 3a + 7 a + 6a
a + 1 0
a.(a - 1). 3 5 3
az + a + 4 3a + 7 a+ 5
a + 1
c,~¢, a.(a - 1). ) 0
a -1 3a + 7 a+ b6
a.(a - 1).(a + 1). 0
a -1 3a + 7 a + §
1 » (]
cz-c‘l a.(a -~ 1).(a + 1). 0 6

a -1 2a + 8 a +

—a(a - 1)%(a + 1)

a + 2 3a a + 4
3 a <+ 2a 6
‘&2 + a + 4 a + Sa 3a + 7
a? -1 1 - a -1
11--1z a. ) 3 a 1)
a + a + 4 a + 5 3a + 7

5
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a+1 o 1
= c +c, a.(a - 1) ) a + 7 6
a + a + 4 4a + 12 3a + 7
- ... = 2a.(a -1).(a + 1).(a% + a + 2)
r
(a - 1)2a2(a + 1) 1
=2 2 “ @+ 2
a“(a - 1)(a + 2)(a + 1)
-a(a -~ 1)2(a'+ 1) =1
solution 14 y = > 3 - a(a v D)
a"(a -~ 1)%(a + 2)(a + 1)
7 = 2a(a - 1)(a + 1)(a2 + a + 2) - 2(32 + a + 2)
\ az(a - 1)2(a + 2)(a + 1) a(a = 1)(a + 2)
2. Det A = 0 : a = 0
2 0 1]
det A =| 3 0 0 A est de rang 1
4 0 0
2x = 4§
S : 3x = § ta solution est vide
4x = 7
3. Det A= 0 : a = 1
3 3 3
det A =| 3 3 3 A est de rang 1
6 6 6
3x + 3y + 3z = § x € R
S 3 3x + 3y + 3z = 6 L y €R 5
6x + 6y + 6z = 10 Z=-x-y+3
4. Det A = 0 : a = -1
3 -3 -3
det A =} 3 -1 -3 A est de rang 2
4 -4 -3 .

3y -~ 3z = 3
ly -~ 3z = §
4y - 4z = 4

"1

N X%
I m

X /=
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5. Det A = 0 31 a = =2
6 -6 -6 y
det A =] 3 -0 -6 A est de rang 2
6 -6 -6
6x - 6y - 6z = 2
S 3x = 6z = 6
6x - 6y - 6z = 1
Le syetéme n' a pas de solution.
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Exercices : Résoudre avec et/ou sans 1' aide de déterminants
1. X = 2y ¢+ Z - U + 2v = 1
3x + y + 2u = 0
-X + 22 - ve=20
6x - 3y + 2z + 8y = 2
X + By = 2z + 4u ~ 4v = =2
2. ax + ay + z - u =1l ol a € R
X + y + az - u =1
-X - Yy + 2z + au =1
3. mx -3y = 1 oumé€eR
X + (m + 4)y = 1
(m+ 1)(x + y) =m
4, ax + y + bz = 1 olr a, b €R
X + ay + bz = 1
X + y + abz = b
6. ax + y + 2z = a ot a €R
2X + ay + = 0
X + 2y + az = -~
6. 4x + (m + 2)y - z =1 ou m €R
(m - 3)x + 2y - (m - 1)z = 0
4x + 3y + (m - 2)z = 1
7. X + Yy + 2z + v.+ t=0
X = y = Z 4+ 2v - 4 .
y - z - Vv - 4
3x + 2y - f4v - 3t = 6
2z + 3v -~ 6t = 3
8. mx + y - 2z = 1 ot m€R
X +my - z =1
-X + Yy + mz =1
9. mx + y + 2z =1 oot m€R
X +my + z=m,
X + Yy + mz =am
10. X + (m~- 1)y + (2m - 8)z = 1 ot m €R
mx + 2(m - 1)y + 2z = 2

+ 1)x + 3(m - 1)y + (m - 1)z = 3

..3y
+ Yy
+ Yy
- Y
+

+

6z
3z
z
z
z

4
4

+ 1 40! 4+
ccgCceCcec
+ 1 + 4+

2)y +
2)y + (m
y + (m

€<<<K<

+

[ B B B ]
b O
o

)
N

2z = 0 ou m €R
2)z = 0
3)z = 2
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20.

21.

22.

mx + y * z =1 oum¢€R

X
!
<
+
N
|}
N

st
= WN

N

ax + y + z = a ol a €R

bx + cy = a ol a, b, ¢ €R
cX + ay = b
ax + by = ¢

——— A A AN S
x X X
++ ¢
< wx

+ ¢+
N NN
+ 4+
cc
(I
N oI

[N™)

Déterminer A pour que

-2 2 0
1 2 1 }.A=
-2 1 2

a b
¢ d

nhoow
b0

On donne la matrice H'- (

X

On veut déterminer la matrice X = [ z

0 o

que A.X + X.A +~0 ol 0 = ( 0o 0

wn-
|

- -

N
o N

z - 2%

|

© N+
ll
e njw

|

] ol a, b, ¢, d € Ro

u

] est la matrice nulle.

2 ]. déterminer x, y et z € R pour que

y ] non nulle telle
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23.

24.

25,

30.

31.

f
X
i

ay + 4%z = a°

by + b2z = b2 ol a, b, ¢ €R

cy + c?z = 3

+ by +

4 a'x + bzy + ¢

ay + a’z

+ by + baz

+ cy + ¢z

+ y + z
+ ay + z
+ y + az

+ by + cz
ay + cz
+ ay + bz

+

+ y -~ bz

cz = 0 ol a, b, ¢ € R

2

z =0

a) Sous quelles

b) Dane les cas

. aax + bay + caz = (a - b)(b -~ ¢)(c -~ a)

0 ' ol a, b, ¢c €R
a+ b + ¢
1 o a, b, ¢ € R
c
b )
1 ol a, b, ¢ € R
0
-1
1 ol a, b €R
-1
a
2
2 ol a, b, ¢c €R
2
¢

conditions la matrice A est-elle inversible ?

oo A”! existe, calculer A~?

c) calculer det(n'i) et vérifier que det(a") - ( deta )~!

¢

NP <] X|=

\

y 6

1 7
" 12

X 4

Si x et y sont des variables, a, b, W des constantes réelles et t

2

X = a.cosWt
y = a.sinwt

‘un paramétre réel, éliminer le paramétre t.
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X.cost + y.sint = a
y.cost -~ x.sint = b

X = a.sect
y = b.tgt

X = a.slnzt
y = a.sinzt.tgt»

cost + sint = x
cos2t = y

Cas particulier :LES SYSTEMES LINEAIRES CARRES HOMOGENES

Soit le systéme homogéne

814% * 81Y * 8,32 = 0 x
S 8,0% + a5, + 8,.2 = 0 ou A. { =0

831 332 = 0
Ce systéme admet toujours la solution triviale x = y = 2z = 0, Il s°
en suit que

Si det A # 0, la seule solution de S est la solution triviale
X = y =2 =0

X + as,y + a

Pour qu' il existe une autre solution que la solution tniviaic. il

faut que
' det A = 0

et dans ce cas, le cyctéﬁo admet une infinité de solutions.

Exemple :
2x + 2y - z = 0
S : 4x + 5y ~ 2z = 0
6x — 3y — 3z = 0
2 2 -1
det A = 4 6 =~ 2 = 0
6 -3 -3
Le systéme admet donc d' autres solutions que la solution triviale :
(1) 2x + 2y - z = 0
S e (2)-2.(1) y =0
(3)-3.(1) y =0
-0 x €R
17 ® 1¥y=0
zZ = 2x




[

i

= Mathématique - 6 ~ Les déterminants - 17

Exercices :

1.Résoudre
X + (a - 1)y + zZ =0
X + y + (a - 1)z =0 ol a €R
(a - 2)x - y + 4z = 0
- = o
2. Les vecteurs a, b, ¢ sont-ilse linéairement indépendants ?
a) 3 (2,3, 4) b) 3 ( 3, 2, 1)
B (s, 0, -1) . - B (6,5, a)
2(0, 2, 1) 2(a, 5, 6)

3'

4.

Soit le systéme 2.A.X = A.X ol

X
’ X = y et A €ER
b 4

Déterminer les valeurs de A pour lesquelles le systéme admet une
solution différente de la solution triviale x = y = 2 = 0 et

déterminer pour chacune de ces valsurs 1' ensemble des solutions du

< I XY P

Nje O 0

systéme.

Mé&mes questions qu' & la question 3 pour le systéme :

2 21 X X
121.[,].;.{,]
1 1 2 ) z z

U N P T
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~ SIMPLIFIER LES TRANSFORMATIONS LINEAIRES -~ Les vecteurs propres -

La matrice d' une traneformation linéaire dépend de la base dans
laquelle elle est traitée. L' écriture de cette matrice sera simple si
les axes sont conservés par cette transformation linéaire (pourquoi
?). On wva donc rechercher les directions invariantes pour une
transformation linéaire c¢' est & dire les droites qui se transforment

en elles~mémes par cette transformation linéaire.

Définitions :

Une direction propre d' une traneformation 1linéaire est une

direction invariante par cette transformation linéaire.
Un wvecteur propre pour une transformation linéaire ¢ est un
vecteur 3 tel que
t(V) = A.Vv ol A €R
A est appelée valeur propre du vecteur v.

Progrlété H

Si vV est un vecteur propre de valeur propre A pour une

transformation linéaire ¢, alors tout ‘multiple de V est aussi un
vecteur propre de cette transformation linéaire de méme valeur propre
A.

A chaque direction propre d' une transformation linéaire est donc
associée une valeur propre.

En effet : Si t(3) - A.v o0 A€R
alore t(ac) = a.t(s) - 8.V = 1.(a.3) pour tout a € R
L
w
$ ®

o4
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Exemple : .

Dans E3. on donne la transformation linéaire t :

[ % x' X! 3 2 2 X
t : y — y' s y' - 1 4 1 . y
b 4 z z' -2 -4 -1 4

On se propose de rechercher les valeurs propres, les directions
propres de cette transformation linéaire et d*' effectuer ensuite un
changement de base pour simplifier 1' écriture de cette transformation
linéaire '

On recherche les vecteurs 3 qui sont tels que

t(V) = A.V ouA€ER

r w
[ x ) x
- 1 4 1 . y - A . y
[ -2 -4 -1 | {2 ) z
[ 2 ) ) 0 0 x
- 1 . y - ’(y]
[ -2 -4 -1 | 2 o A z
3 -2 2 2 y 0
- 1 4 - A 1 .y - 0 . (1) .
-2 -4 -1 -2 z 0

Ce systéme homogéne a une solution autre que la solution triviale x

-y-z-O

3 - A 2 2
) 1 4 ~ A 1 = 0
-2 -4 -1 -2
1 1
- 11+12+13 (2 - A). 1 4 - A 1 = 0
-2 -4 -1 - A
0 0 1
c,~¢
=) (2 - ). 0 3 -2 1 = 0
¢,~Cg4 .
A -1 A+ 3 -1 = A

- (2 -2).(A=-1).(A-3) = 0
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& A= 20oud=10u A=3

Dans ce cas-ci, on a 3 valeurs propres auxquelles correspondent 3
directions propres. Dans. Es, le systéme (1) correspondant a tout
probléme du méme type,nous livrera toujours une équation du troisiéme

degré qui aura 3, 2, 1 ou 0 solutions.

Recherche des vecteurs propres de valeur propre 2 3

X + 2y + 2z = O
(1) : X + 2y + z =0

-2X - 4y -~ 3z = 0

z =0
© {x--Zy

Direction proﬁre : D1 g {

z =0
X = =2y

Vecteurs propres : ( -2a , &« , 0 ) ot ¢ € R

Recherche des vecteurs propres de valeur propre 1 :

2X + 2y + 2z = 0
(1) : X + 3y + z =0
-2x - 4y -~ 2z = 0 -
- {y-o
X = -7
Direction propre : D_ : y =20
prop e X = -2

Vecteurs propres ¢ (a , 0 , -a ) ot x € R

Recherche des vecteurs propres de valeur propre 3

2y + 2z = 0
(1) : X+ y+ z =0

-2X = 4y - 4z = 0
- { X = 0
y = -2z

Direction propre : D3 s {

X = 0
y = -z

Vecteurs propres : (0 , a , -a ) o ¢ € R
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On va changer- de base de telle manidére & ce que les nouveaux

vecteurs unités soient des vecteurs propres :

Nouvelle base : :1 ( -2, 1, 0 )
¢, (1,0, -1)
33(0. 1, -1 )
Matrice de changement de base :
-2 1 0
Mo 1 0 1
0 -1 -1
t -2 1 0
Mo 1 0 -1 et det M = -1, donc
0 1 -1
1 1 1
nto, 1 2 2
-1 -2 -1
La matrice de la transformation linéaire dans la nouvelle base
vaut :
o -1

Exercices H
1. Simplifier par changement de base, les transformations linéaires

suivantes :

X' = -

X - 2y

aje MW

y' =

X' = 2x + y
tz :

y' = Bx + 4y

X -y

X' = 3x - ¥y
t., ¢ y' = x + y

z2' = -7
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2. Trouver les - vecteurs
suivantes :
r
1+t—2
2
2
t
At ] E_
t
\

Calculer ensuite ( At

-1
Vérifier que A" = A_,

propres des

transformations 1linéaires
3
t
t ol t € Ro
1
P
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= PRODUIT VECTORIEL DE DEUX VECTEURS DE E3 -

On travaillera dans cette section dans 1' espace Ea. muni d' un

repére orthonormé d*' axes X, Y, Z portant respectivement les vecteurs

- -+ -
unitaires €.. €,, €.

Définition :

Soient 3 et 3 deux vecteurs de 63 : : ( xl . y1 . z1 )
-
b(xz-yz'zz)

- - <>
€y 2 %3

o

>
od
]

X9 ¥y %
2 Y2 %2

: -»> - ) -
- (ytzz - yz’a)‘°1 + (xzzi - xizz).oz + (x‘yz - xzyt)'a

Propriétés : ( & savoir justifier )

1. a A B e v (ensemble des wvecteurs d' origine o et ayant pour
Y

b €ER

aANB =3 e 2=0 ou B=8 ou 2=k.B, K€ER
: (vecteurs paralléles)
3. a AB=-BA2
a

4. aAN(B+2)=aAB+aA2
6. Pour tout k € R s k.( aAB ) = (k3) AB = 23 A (kB)
6.2 A B eet un vecteur perpendiculfaire au plan des vecteurs 2 et B .
En effet : '
a) (AAB) 12 & (aAB).3=0
- (yizz - yzzi).x1 + (xzz1 - x,zz).y1 + (xlyz - xzyi)z1 - 0
& 0 =0
b) De méme on a (a AB) o b
7.AB) AT#3IABAD |
En effet, un contre-exemple suffit :

extrémité un point de 53), contrairement & a .
2.

Soient : R B . 3 tels que
: 4 B. : 4 2 et B non
perpendiculaire & P4

ona(aAB)AZ23
ot AaANBAD =8
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8.(a AB).2 = (B A 3).a

etc. L d ‘etc‘ .‘.

- (2A3.B

Norme de a A B

3

On choisit un repére de E~ de

telle maniére & ce que

d
5 2 =k.e, ke€R
- > 21 0
. aAb =m.e m€R
On a alors
-»> . <
o.Agﬂ :(a.o.O) ol a | a |l
Y B ( b.cos® , b.einb6 , 0 )
z ou b= | B

ol

AB (0, 0, a.b.sind )
Il s'en suit que

laAB Il =12t. 181 . sin6

qui est 1' aire du parallélogramme construit sur 2 et B.

Orientation de a A B

La direction de a A b est la direction pcrpendiculal,ro au plan
<> . :
(a,b).

Le sens de a A B est conventionnel . Nous adopterons la convention
des physiciens électriciens qui est la convention dextrogyre : Si on "
visse " de a vers 3. on ' enroule autour de : A 3 « ( Les mécaniciens

adoptent la convention contraire appelée levogyre )

Exercices :

1. On donne les points
a (1, 3, 2), b (0, -2, 1), ¢ (2 ,0 ,1), d (2 ,1 ,k)
Trouver k pour que (:3 A 32) solt perpendiculaire a de.
2. On donne les points vecteurs
2 (4, 5, 6) et B (0, 1, 2)
Déterminer l'équation de la droite qui passe par le point (2, 1, 0)

et qui est perpendiculaire au plan (: ’ g)

e e st b o A AR s e smae -
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5.

6.

7.
A { 6Xx - 3y = 6

On donne les pointe vecteurs
2 (4, B, 2) et B (2, -1, 4)
Quel est 1' angle entre les vecteurs 2ethb ?
On donne le¢s plans @ ¢ X - ¥y + 2 = 0
B : x + 3y + z =2
Trouver le vecteur directeur de a n B.
On donne les points
a(4, 5, 1), b(s, 6, 0), c(2, 3, 1), p(0, O, 0)
Trouver 1' équation de la perpendiculaire abaisseée de p sur le plan
(abe). ’
On donne le plan ¢ ¢ 3x -~ y + 2z = 6
et la droite A : = ; 2 myal-z
Déterminer 1' équation de la droite de a qui est perpendiculaire & A

On donne lee¢ droites

X + Yy + 2 =1
B s 2x - 2y + 2z = 1
) X + 3y - 2z = 0
Déterminer 1' équation de la droite qui est perpendiculaire 3 A et &
B.

Distance entre deux droites gauches A et B

a) Distance d' un point p (x‘. yi. z‘)

& un plan @ : ax + by + cz + d =0
Nous savons que la distance du point p au plan « est donnée par 1°

expression |
. | ax_ + by, + cz_ + d
P d = 1 1 1 (1)

Y a? + b2 4 2

Si U et v sont deux vecteurs directeurs de « et si l(xz. Yy zz) est

un point de a, on a

-»

v : (ka, kb, kec) ot k € R (2)
-»>
v

u
| 3 | = 1kl.Y a2 + b2 + &2 (2)
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Oon a (3 A 3).T3 - ka(xl - xz) +kb(y‘ - yz) + kc(z‘ - zz)

- = k(ax, + by‘l + cz, - ax_, - byz - czz)

1 2
- k(ax1 + by1 + cz, + d) (3)

De (1), (2), (3), il résulte que

1

-
u

g LCUAV)

—.'
I3AV I

ilp

b)Distance entre deux droites gauches A et B
Soient a le plan qui contient A et qui est paralléle & B,

:A un vecteur directeur de A,

38 un vecteur directeur de B,

a un point quelconque de A et

b un point quelconque de B.

La distance entre A et B se

mesure eur la droite D qui est

la perpendiculaire commune & A
et B.
d( A,B ) = | 9,9, |
ol q,=- ANnDet q,= BnobD
Comme B est paralléle & «, la distance | q.49, | qui est égale a

la distance du point q, au plan @ est aussl égale & la distance d'
un point qu{Lonque b de B au plan « :
d( A,B ) = | q,49, I = d¢( q e ) = d( b,a )
Appliquons le résultat du point (a) ci-dessus, on obtient
- - -
b (v, A vg) - ab |

)
(IR A3Bl

d( A,B ) =

étant donné que 3A et 38 sont deux vecteurs directeurs de @ et que
a est un point de A et donc un point de «.

Exemple : Trouver la distance entre les deux droites gauches

A s 2x ~ 2y + z = 1
X + 3y - 2z = 0
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d ( A,B

> - *

€4 €2 €3

2 -2 1 et
1 3 -2

11,

-0 ol

-3

)




