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11 apparait que 1le Fremier pas dans le processus de lea
connaiesance, c’est le contact avec le monde exterieur:! le degre des
sznsations.,

Le secondy, c’est la synthese des donnees fournies par les
sencationsy, leur mice en ordre et leur elaborationt: 1le degre des
concerts, des Jugements, decs deductionss... .

€i, etant arrive & une theorie juste, on se contente d’en faire

un sujet de conversation pour la laisser ensuite de cotey sanes la mettre
en pratique, cette theorie, si belle qu’elle puisse etre, reste sans
interet. -

La connaissance commence avec la pratiques quand on a acaquis
par la epratique des connaissances theoriaues, on deoit encore retourner a
la pratique.

Mao Tse-Toung
“De la pratique®
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ESTIMATION DES ERPEURS EXPERIMENTALES

Pien que la physique fass2 partie du groups des "sciences exactes"y les
instruments de mesure utilises pour verifier sce lois ne sont eur Jjamais enacts.

Les valeurs mesurees csont * approcheses " suivant la Precisicn ge
171instrument de mesure et celle de l'erporimentatour, l2 valeur mesurce scra gplus
ou mains proche de la valeur exacte. Rien ne permet d’affirmer que la valeur
resures est egale a la valeur exacte.

Tout le principe de 1’estimation des erreurs wrerimentales consizte &
i@r dans quelles limites s trouve la valeur eracte d'une grandeur meESUree.
imites definissent un intervalle qui est 1’intervalle d’incertitude.
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On notera Qqu’il n’est pas imperatif de commettre la plus petite erreur
possible, mais il faut que 1'erreur de mesure soit suffisamment petite pour
au’nlle ne puisse affecter les comzlusions tirees d2 1’experience.

Lez erreurcs de mesurs peuvent etre de trois types:

- les ERREURS GR({'SSIERES, dont 1’origine est la meconnesissance,
1’ incomrrehension ou la malhabilete de 1’experimentateur. Celui-ci a seul la
responsabilite d’eviter ce type d’erreurs.

‘- les ERREURS SYSTEMATIQUES, dues aux instruments mal construits, mal
utilises ou mal stabilises (non-repetabilite deoz mesures). Ces erreurs peuvent
auessi etra2  provoqueez fFar une mauvaise mathode de travail (non remise & zero du
chronometre, par exemple).

- les ERREUPS FORTUITES, produites par 1’imperfection des eans de
P’puperimentateur ou par 1l’imperfection des instruments de mesure.

L'experimentateur a la posctibilite d’agir sur les deux derniers types

d’erreurs, scit en modifiant sa methode de travail, soit en utilisant des
inctruments plus precis.




7. Definitions dz 1’erreur et de 1'incertitude

Soit & une grandeur phusicue mesurable et %' sa valeur exacte. L’erreur
cammise en xdoptant ia wvaleur ¥ pour mesure de G est donnee par

e=|x - x|
Cette erreur est 17 er reur absolue commise sur la mesure et est

imposeible a cecnnaitre. En effet, si on la connaissaity la valeur exacte serait
connue et le probleme dec erreurs n'e2xisterait pas !

La seule chose que 1'on puisse faire est essayer de borner cette erreur
absolue en definissant un intervalle centre sur e. Les bornes superieure et
inferieure de cet intervalle sont, en valeurs absolues, egales a1’ i ncer t i

tude absolue de la mesure. Si 1(G) designe 1’incertitude absolue de
la mesure de Gy On a

- 16 L e <+ e
On notera aue 1’incertitude absolue doit toujours sfexprimer dans les memes unites
aue celles de la mesure de la grendeur.

La suite de ce chapitre sera consacre aux methodes d’estimation et de calcul
de cette incertitude absoclue.

Il est utile de comparer 1’incertitude absolue a la valeur mesuree, afin de
connaitre 1’importance de 1’erreur commise. Il est, en effety, tout a fait
different de cocmmettre une erreur de 0.01im sur une longueur de 1.00m ou la meme
errewr sur une longueur de 10,02m.

En faity il nous faut un * indice de precision " de la mesure. Cet indice
est obtenu en divisant 1’incertitude absolue par la valeur mesuree: on definit

ainsi 1’ incertitude relative, exprimee le plus souvent en %
. Donec
I (G)
I (&) = » 180 %4
R mecure de G

11 doit etre evident aque plus 1’incertitude relative est faible, plus la
precision de la mesure est grande. :

e < ek
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3. Estim:tion des incertitudes

On distinaue deux tupes de mesures et l2 calcul de 1’incertitude est
different selon le typp de mesure rencontree. Il s’agit de @

- MESUREE DIRECTES , dans lesauelles la grandeur a mesurer est comparee
directement a 1’unite de mesure au moyen d’un instrumnent de mesure approprie.
C'est le cas des mesures de longueur, de massey de temPSye..

~ MESURES INDIRECTES , dans lesquelles la mesure de la grandeur est
dedurte par calculs de deuv ou de plusieurs mesures directes. C’est le cas des
mesures de poidsy de resistivite electrique, ...

3.1 Estimation des incertitudes sur les mesures directes
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La meilleure maniere de mesurer une grandeur et d’evaluer l’ordre de grandeur
de son incertitude consiste a repeter plusieurs fois 1’experience. Encore faut-il
pouvoir le faire !

En pratique; on rencontrera trois types de mesures @

- .les mesures repetables;

- les mesures uniques faites avet un instrument gradue;

- les mesures uniques faites avec un instrument non gradue.
Examinons chacun de ces cas.

(a) Mesures repetables
RF IR KR RRR RN K

€i 1a mesure est repetable, il faut faire plusieurs fois la mesure. . Cette
repetition permet d’eliminer certains resultats trop differents des autres et de
rrendre comme resultat le plus probable, la moyenne des mesures conservees. Ainsi,
si une arandeur mesuree n fois a fournit l’ensemble de resultats X g% 9% WX

Yeswy i s 12 valeur la plus probable sera la MOYENNE des valeurs mesurees, soit
x *. X + x + L +x
1 2 3 n
m n

La valeur exacte x de la mesure a une grande probabilite de se trouver entre
la plus petite et la plus grande des mesuresy, a condition d’avoir elimine les
mesures manifestement fausses. Donc

min( x ) { x ¢ max( x )
i i
ce qui nous conduit a une premiere estimation de 1’incertitude absolue
mas ¥ ) =min( % )
S ¢ i
(@) = (1)
2

Une meilleure estimation de cette incertitude est obtenue en prenant le plus grand
des ecarts par rapport a la moyenne ¢




I(G) = max

b - X

i m

Encore meilleure sera 1’estimation obtenue en calculant la moyenne des ecarts a la
moyenne des mesures 7

1% - % l + lx - % |+ 'x - X I ...t !x ~ X ,
1 m 2 m 3 m n m

1(G) = (3)

Nous illustrerons ce cas par une experience sur le mouvement

rectiligne
uniformement accelere d’une bille d’acier sur un plan incline.

M.R.U.A, sur un plan incline
Bille d’acier diametre? 1.760 + @.825 cm
inclinaison du rail : 9.0° ¢ 0.1°
distance temps It -t I
m 3 i m.
+ 2.0281
2.20 3.650 0.001
- 0.652 ©2.001
0.654 2.003
8.651 0.000
0.650 0.201
moyennes 3.651 0.001
2.49 8.912 @.203
0.917 2.002
B.9146 0.001
0.917 2.002
2.914 0.001
0.915 2.002
2.60 1.118 0.0202
1.124 0.004
1.120 0.000
1.121 9.001
1.119 0.001
1.120 2.001
* 2.80 1.295 0.002
1.00 1.443 2.002
1.20 1.580 0. 002
1.40 1.715 2.001

*Les temps et leurs incertitudes indiques a

moyennes.

partir

de 0.80m sont

les valeurs
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La valeur moyenne de 1’acceleration est donc a = B.954 m/s % 0.005 .

En conclusiony nous retiendrons que dans le cas de mesures repetables,
1’ INCERTITUDE ABRSOLUE _EST EGALE A LA MOYENNE DES ECARTS A LA MOYENNE DEE MESURES.

~ Notons que la majorite des machinec a calculer donnent, en mode statistique,
la poseibilite de calculer facilement ces moyennes,

(b) Mesure unique faite avec un instrument gradue
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Dans ce casy 1’

INCERTITUDE APSCLUE EST EGALE A LA MOITIE DE LA VALEUR DE LA PLUS PETITE GRADUATI-
OM DE L’ INSTRUMENT.

Ainsi, une regle graduee en mm (" precision du mm ") donne une mesure de
longueur

L=54.8am + 0.5

-

Pour la meme longueur, on obtiendra av pied a coulisse au 1/20= (" precision au
0.85xm *) la mesure

L = 54.000 mm £ 0.025

Remarquons le cas du chronometre a main. Pour un chronomnetre au 1/10e de
seconde, le principe d’estimation de 1’incertitude absclue nous conduirait a
prendre 8.05 s comme incertitude absolue. Cependant,. 1'usage du chronometre impose
deux manipulations successives: le declenchement et 1’arret. Aussi le risque
d’erreur est-il double. On prendra donc deux fois la valeur de la demi graduation,
scit 0.1 s dans notre exemple.

(c) Mesure unique faite avec un instrument non gradue
T T e e Y 2 12212 T T I L

Ce cas se presente le plus souvent lors des mesures de masses.

L*ORDRE DE GRANDEUR DE L®INCERTITUDE ARSOLUE SERA DU MEME ORDRE QUE LE DERNIER
CHIFFRE SIGNIFICATIF DE LA MESURE.

La mesure d’une masse a la balance trebuchet donne par exemple
m= 27.540 9 par exces
et m= 27.530 g par defaut.

La valeur retenue sera la mouenne, scit

m=27.535 9 % @.005




3.2 Estimation des incertitudes sur les mesures indirectes
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Dans ce casy, la grandeur que 1’on veut mesurer n’est pas accescible
diractement a 13 mesure. Sa valeur est le resultat d’operations arithmetiaues
effectuees sur des valeurs de grandeurs mesurees directement et dont les
incertitudes scnt connues. '

Le procesde le plus simple a utiliser est 1 * ENCADREMENT *. Cette -methode
suppose cependant que toutes les grandeurs mesurees sont positives. Lorsgue ce
n’est pas le casy un changement d’origine peut souvent sauver la situation (par
exemple, passer de degres Celsius en Kelvin).

Comment proceder 7 Supposons qu’une grandeur G est donnee par la loi
2
L. M

6= -——-

N

Par experience, on mesure les grandeurs L, My N @

L =a& I(L)
M=bhx I(M)
N==¢c=* I(N)

Ces mesures peuvent aussi s’ecrire

a~I1) ¢ L § a+ I(L)
b-1I(M ¢ M ¢ b+ I(M)
c-I1(N) ¢ N & c+ I(N)

Noue pouvons a present ecrire l’inegalite ( ou l’encadrement)

2 2 2
(a = I(L) )b = I(M) ) L.M ¢ {(a + I(L) )b + I(M) )

- S -

”n

c + I{N) N c - I(N)

Arpelons % le premier membre de cette inegalite et y, le second membre.
L’inegalite devient

2
L. M
X & === $ ¥
N
c’est-a-dire - x £ 6 ¢ v

On a trouve ainsi un intervalle [x,u 1 dans lequel doit se trouver la valeur
exacte de la mesure de G. On peut prendre pour valeur la plus probable de G celle
qQui se trouve au milieu de cet intervalle. Donc

mes(G) = —-———-

L’incertitude absolue a alors pour mesure la distance qui separe la mesure mes(G)
des burnes de 1’intervalle, soit




I1(G) = y - mes(Q)

ce qui peut aussi s’ecrire

Finalement, la methode d’estimation de 1’incertitude absolue consiste a

CALCULER LES RORNES DE L’ INTERVALLE DANS LEQUEL SE TROUVE CERTAINEMENT LA VALEUR -
EXACTE DE LA GRANDEUR.

CES BORNES ETANT CONNUES, IL SUFFIT ALORS DE CALCULER

- mee(G) = —e——- X =

Prenons pour exemple le calcul du volume d’un parallelipipede rectangle dont les
dimensions, mesurees au pied a coulisse, sont

L = 5.000 ¢ ©.025 mm
1 = 3.550 + 8.925 mm
h = 8.750 £ 8.025 mm

Nous avons V=L.,1l.h et
4,975 x 3.525 % B.725 &V £ 5.825 x 3.575 x B8.775
153.0 &V £ 157.6

3
D’ou V = 155.3 £ 2.3 mm
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4, Notion de chiffres sionificatits

lL’utilisation des machinez a calculer a 8y 10, 12,... digits rend importante
la notion de chiffre significatif. Dans quelle mesure les chiffres fournie par la
machine ont-ils un seng 7

Reprenons l’exemple precedent au moment ou le premier calcul intervient. 11
s’agit de calculer

4.975 » 3.525 % B.725 et 5.025 % 3.3575 % B.775

Remarquons tout d’abord aue la precision des donnees est de 1’ordre de ©.5 %Z . En
effet, les incertitudes relatives sur L, 1 et h sont

I (L) = 0.5 % I14¢(1) =0.77% Ith) = 0.3 %

R R . R

Confions a present les calculs a notre machine a 10 digits. Pour premier

resultat, elle nous donne 153.0092343 tandis que pour le second, elle fournit
157.86373905 .

Ces resultats ont une precision relative de ©.0000001/153.0092343 et
0.0000001/157,6373936, soit respectivement 0.00200007 ¥% et 0.00000026 % !'!'! Ceci
ravient a dire qu’en gardant tous les chiffres fournis par la machine, notre

resultat §erait 10000002 fois plus precis que nos mesures, ce qui est evidemment
impossible.

Que faut-il faire pour que les resultats soient compatibles avec les donnees
7 11 faut tenir compte du nombre de chiffres significatifs contenus dans les

donnees.

- LE NOMBRE DE CHIFFRES SIGNIFICATIFS D'UN NOMERE EST LE NOMBRE DE CHIFFRES
QUTIL CONTIENT, COMPTES A PARTIR DE LA GAUCHE ET COMPTE NON TENU DES ZERGS QUI
POURRAIENT PRECEDER LE PREMIER CHIFFRE NON NUL.

Ainsi
23 223 .23 2.8323 ont deux chiffres significatifs;
23.2 0.432 2.007828 ont trois chiffres significatifs;
23.20 0.4321 2.0078B6 ont quatre chiffres significatifs.

Notons qu’en notations scientifiques, 1'expression E ##% n’intervient pas

pour determiner le nombre de chiffres significatifs. Ainsi 63 E0@3 a deux chiffres
significatifs, .

Nous pouvons a present enoncer une regle qui permet de se debarasser des
chiffres non-significatifs @ ) : ‘ C

ON RETIENDRA DANS LA REPONSE LE MEME NOMBRE DE CHIFFRES SIGNIFICATIFS ( ‘ou, si

necessaire, un de plus) QUE CELUI CONTENU DANS LA DONNEE AYANT LA PLUS GRANDE
INCERTITUDE RELATIVE. ' o

En general, la donnee qui possede le plus petit nombre de chiffres
significatifs est 1a donnes qui a la plus grande incertitude relative et donc la
plus petite precision. Notre regle impose donc a la reponse de ne- pas avoir une
precision relative plus grande que la * plus mauvaise * des donnees. .
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Exemples @

(1) 2.823 + 5846.35 = 589.2 et non 5€%9.172
(2) 5.7 x 3.8 = 20 et non 19,950
(2) S23.45 / 4.375 = 119.6 et non 119.6457142

Terminons par une remarque tres importante ¢! si les donnees presentent des
incertitudes relatives dbnt les ordres de grandeur sont tres differents, c’est que
les mesures ont ete mal faites. En effety mesurer les dimensions ¢’un solide au
metre ruban puis mesurer s masse & la balance de precision ne constitue pas une
procedure logique. Il faut aque les instruments de mesure utilises aient des
precisions comparables.
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5. Trace d’une courbe experimentale

Noue prendrons pour exemple le trace sur papier millimetre de la courbe x =
f{t) cu mouvement rectiligne et uniformement accelere, obtenu sur le rail a
coussin d’air par la methode de la force tractice.

Masse du chariot ¢ 0.0250 ko ¢ 0.0001
Force tractrice ¢ 0.098 N + 0.00%
¥ t
(m) (s)
+ 0.002 + 0.01
0.200 Q.71
2.308 0.87
2.400 1.00
0.500 1.14
0. 400 1.23
2.700 1.34
2.800 1.43
0.900 1.53
1.002 1.61

Dans la mesure du possibley, on choisira les unites du graphique de maniere
que 1'incertitude absolue commise sur chaque grandeur representee soit la plug
petite graduation * imm pour le papier millimetre.

Dans notre exemple, 1l’incertitude absolue sur % est de 8.002Zm. Donc imm en
ordonnee devrait representer ©.082m. Ceci implique que notre feuille de papier
millimetre devrait avoir au meins S0cm de longueur pour pouvoir y representer les
valeurs de % comprises entre @ et 1.00Cm. C'est impossible pratiquement.

De meme, 1'incertitude atsolu= sur t est de 0.81s et imm du papier millimetre
devrait correspondre a 0.@1s. Dans ce casy il faut une largeur de papier d'au
moins 16.1cm pour pouvoir representer toutes les valeurs de t. Ceci est
realisable. :

Nbus prendrons donc pour unites ¢

- en abscisse ¢ 1 cm pour representer 0.1 s
- en ordonnee ¢! 1 cm pour representer @.040 m.

Avec ces unites sur nos axesy, l'intervalle d’'incertitude sur x aura une
longueur totale de imm (8.5 mm de part et d’autre du point experimental) et
1’intervalle d’incertitude sur t aur: une longueur totale de 2mm (imm de part et
d’autre du point experimental). Ainsi =st defini en chaque point experimental, un
petit rectangle d’incertitude dans leq.el la courbe devra obligatoirement passer.

Lorsque la courbe a tracer est une droite, il existe une néthode qui permet
de tracer la me il leure droi te possi b 1l e . Cest la
METHODE DES MOINDRES CARRES.
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6. Trace d'une droite par la methode des moindres carres

La methode des moindres carres consiste a rechercher la droite qui passe
AU MIEUX par les points experimentaux, en minimisant les distances entre la droite
et les points experimentaux, On appelle cette droite la DRUITE DE REGRESSICN.

La droite de regréssion est telle que la SOMME DES CARRES‘DES DISTANCES DES
POINTS EXPERIMENTAUX A LA DROITE EST MINIMALE.

Deux droites de regression sont possibles: regression de y en x et regression
de » en y.

1. Droite de regression de y en ¥

S s SrvassVIEYTIIOIITEIOIIOEETEINERERSEERDTS

$)

Cette droite passe par le point (x,g), . a¥
¥ et U etant les mouennes @ (:333) " (a3
'
s 2N : Py
R T - i b B .
n (‘0:"‘) . .(‘l..,‘;\) ( \1‘9\)
N
Sy:
S TeIt @) )
n

D’ ou l’ééﬁation de la droite ¢

y-49 =a.(x=~-%) (1)
dont il faut determiner le coefficient directeur a.

L’equation (1) de la droite nous permet d’ecrire, pour chaque point
experimental (x; w4y )

9: - ¥y =a.t X, - %)

yy = 9= a.l %, = %)
wf - y=a.t X~ % ) (2)

si (x¢ .g‘ ) sont les coordonnes du point appartenant a la droite de regression et
correspopndant au point experimental (x..u. ).

La condition de minimum devient @
x . .
= Ei ( Ye -~ Y, ) doit etre minimale.

En utilisant (2), cette condition s’ecrit ¢

- R 2
X= 2 (y; - alx; =% - §)

L3

+

L ~— - o — T - -
z I'g." +atix, - +gL - 2ay;. (% = X) = 24,y  + 2aylx; - ")-.l
& .

Si X est minimale, sa derivee par rapport au parametre a doit etre nulle.
D’ou ‘

- %)+ 2ulx; - 'x’)l

v

I -2
0=2 [2a(x‘ - %) - 2y (x;

- e - v <
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e = az (x;- x) - 2-9;():‘- X)) + 2 y(x‘— )f)

t N <
Donc
L -
a :i (x; — %) | = :i (y. = ylolx: = x)
v v v ¢
- (g; =yl = %)
a: -

L’equation de la droite de regression de y en x est donc @

- TR IE I P PR -
Yy -y = - iy e X = x) (3)
?...(X;'X)

2. Droite de regression de % en y

Par un raisonnement semblable, on obtient 1'equation de la droite de
regression de x en y

X -=-%x =a' . (y - ; )

avec _ o
%(x;-x Yely; =y )
a’ = - ey (4)
y (g -y

> n
La droite de regression sera parfaite si (3) et (4) representent la meme droite,
c-a-d si

a = ———— ‘ (3)

3. Coefficient de correlation

Dans le cas ideal, a = 1/a’ donc a.a' = i. On peut definir un coefficient
qQui va donner une indication sur la dispersion des points experimentaux autour de
la droite de regression. Ce coefficient est le COEFFICIENT DE CORRELATION

f = Va.a’
On estime que

si f $ 8.25 il n’y a pas de correlation lineaire entre x et yi
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si 3 0.75 i1 y a PPESQUE certainement correlation lineaire entre x et

si 0.25 < e < B0.7% il y a doute.

4, Exemple

ese s o

L'esemple ci-dessous concerne le MRUA obtenu par la methode de la force
tractrice. Les resultats experimentaux ont ete traites ‘par ordinateur. Le
programme de regression lineaire REGLIN/RBAS figure a la fin de ces notes.

TABLEAU DES RESULTATS

==

Masse du chariot 3 125.80 g I1(M)= 8.001 g
Masse tractrice ¢ 58.00 g I(M)= 0.001 g
2
X t t a

(em) ‘ (s) (s*s) (m/s%*-2)

# 0.005 # 0.01

10 .98 . <9604 20.824

20 . 1.42 2.016 19.837

30 1.75 3.062 19.591

40 2.04 4,243 18.851

50 2.3 5.29 18.903

60 2.52 6. 400 18,747

70 2.74 7.507 18. 647

292 2.94 B.643 18.510

0 3.12 9.734 18.4%1

100 3.3 10.89 18.365

"a moyenne 18.883 I(a)= ,3741

Calcul des droites de regression

donnees ¢
X t. t
1@ . 9604
20 2.016
30 3.8562
40 4,243
50 5.29
60 b.4
70 7.507
80 8.643
90 9.734
102 10.89

moyenne des x = 55
moyenne des y = 5.87454

coefficient angulaire (droite de y en x)3 a =" :11B424'2:"e ¢7 "¢
coefficient angulaire (droite de x en y): a'= 9,05503

coefficient de correlation r = ,999946
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s====== regression lineaire sss==z==
________ prog reglin/bag ===s==sss=s===
z===z=s Frederickx G. ## 1987 =======

CLS:CLEAR 1000

PRINT*entree des données'=PRINT;-- ==zs=== ===="IPRINT

LINE INPUT *nombre de donnees : "3iN$
IF N$="a" THEN CLS:END
N=VAL (N$)

DIM A(N),B(N)

LINE INPUT"nom de la grandeur x : *§X$
LINE INPUT"nom de la grandeur y : *3iY$
CLS

FOR I=1 TO N

PRINT ®"entree No "3l

PRINT® = "3 INPUT A(DD

PRINT* y = *$IINPUT B(I)
NEXT 1

A=Q:E=0
FOR I=1 TON
A=A+A(])
=R+B(1])
NEXT I .
A=A/N:B=B/N
LPRINT* Calcul des droites de regression"
LPRINT*=== === .
LPRINT * donnees ¢ ":LPRINT * -
LPRINT * “$X¢, YSSLPRINT"

FOR I=1 TO N -
LPRINT * “SACD)SR(D)
NEXT 1
LPRINT* .
LPRINT
LPRINT * mouenne des X =
LPRINT * mouenne des y = *§B
LPRINT
=0:D=DB:E=0
FOR I=1 TO N
C=C+((B(I)-R)%(A(I)-A))
D=D+((A(1)~-A)%(A(1)-A))
E=E+((B(I)~-P)#(B(I)-B))
NEXT 1
X=C/D
Y=C/E
LPRINT*coefficient angulaire (droite de y en x):
LPRINT"coefficient angulaire (droite de x en y)t
LPRINT
=0:5=0:T=0
FOR I=1 TO N
R=R+A(I)#B(I)
S=S+A(1)#A(])
T=T+B(1)%BR(1)
NEXT I
R=R-N#A%*B
S=8~-N*AxA
T=T-N#E%B
T=CQR(S*T)
R=R/T
LPRINT"coefficient de correlation r = *§R
GOTO 40

a= "X
a1= .iY
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