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~ Mathématique — 6 - Equations différentielles — 1

|  EQUATIONS DIFFERENTIELLES |

ome

On appelle équation différentielle du n
type

ordre, une équation du

f( x, Yo ¥ o ¥y ... vy!" ) =0

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

f(X-y-y')-o

Equations & variables séparées : y' = f(x).g(y)

o o fx).qy)

- I E%%T - I f(x).dx

Exercices résoudre

1. y' = 2xy =
"= L
2. y <
2 2 .
8. (x = xy")dx + (8y - x"y)dy = 0 ovy =0
y

4. cosx + e"y' = 0

Equations du type y' = f( % )

On pose u = % et on retombe sur une équation & variables séparées.

résoudre

Exercices :
1. y' -L:..l
X
2. (x = y).y' = x +y
2 2
3. y' -L—.“—L
2xy

Ly = Y _
q. x.cosx.y y.cosx X

5. y' = —
Yy - X




= Mathématique = 6 ~ Equations différentielles = 2

Equations linéaires homogénes : y' + y.f(x) = 0

y' + y.f(x) = 0 est une. équation & variables séparées, on a donc

%1 - ~f(x).dx qu' on intégre pour obtenir
Iny = = k(x) + K ol k(x) = I f(x).dx et K € R
y = c.e K (X) ol C € R
Equations linéaires non homogénes : y' + y.f(x) = g(x) (1)

Méthode de la variation de la constante :
1) On résout 1' équation homogéne linéaire
y' + y.f(x) = 0 qui livre la solution

y = C,e_k(x) ot C €R
2) On trouve C(x) tel que y = C(x).e-k(x) soit solution de (1) :
y = C(x).e—k(x)
C(x) = y.ek(x)
C'(x) = y'.ek(x) + y.k'(x).ek(x)
Cr(x) = (y' + y.F(x) ).eN(¥)
C'(x) = g(x).ek(x)
= h'(x)
y = ( h(x) + K ).e K0 o0 K € R
Exercices : Résoudre
' 2 2
1. y' - XY =X
2.y + 2 -22x.y -1
X
3. y' + y.cotgx = -~ X

sinx

2 ’ 3
4. y' =57y~ (x+1)

Equation de Bernouilli‘z y' + y.f(x) = g(x).ya

On se raméne au cas précédent par le changement de variable z = yl—a

Exercices : résoudre

1. xy' + y = xy2

2. y''= f .« (y.lnixl - 1)
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Equation de Ricatti : y' + yz.f(x) + g(x).y + h(x) = 0 (1)
Soit yl(x) une solution. particuliére de (1).
On pose u(x) = y(x) - yt(x) ou y(x) = u(x) + yi(x)
(1) & ur(x) + yl(x) + FOO.WAX) + yI) + Zau(x).y (X))
g(x).(u(x) + y (x)) + h(x) =0

- u'(x) + f(x).uz(x) + 2.u(x).f(x).yl(x)) + g(x).u(x) = 0

@ ut(x) ¢ u()( 2.5y () + g(x) ) = = F(x).uZ(x)
cette derniére equation est une équation de Bernouilli ol n = 2

» ON
pose donc u = %.
Exemple : sin2x.y' + y2 - 1 Une solution particuliére est Y, = 1
_ On pose y = L + 1
-z' 1 2 z
& sin2x.—— + —JS + — + 1 = }
z2 z2 z

& sin2x.z' -2z = 1

a) sin2x.z' =27 = b

dz dx X
2z I sin 2x t=tg 2

i i : .
E.Inz - E.In tg(x) + € ou ¢ € R
z = K.tg(x) ol K €R

z

b) K(x) = ———r
) K(x) Ta (%)
tg(x).z' - zz
cos X z* z sin2x.z' - 2z
K'(x) = " Tox z_ " 2 -
2 sin " x 2sin " x
tg x
- 1
Zsinzx
K(x) = - % cotgx + A ol A €R
solution : z = ( - % cotgx + A ).tgx : ot A €R
- - % + A.cotgx
y = 1 1 + 1
-z A.tgx
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

f(x, ¥y, ¥'o YY" ) =0

Exemple : a = 9
a = v'(t) = Ve vaeaelt+v
0. 7 .2
a = X"(t) = X 3} V= X"(L) = X e X = E't + vo.t + xo
Equations du type y"™ + by = 0 ol b € R
1) b = 0 : y = clx + C2 ou Cl. C2 € R
2) b ¢ 0 : y"™ = -by
Y -b .x -y -b .x X
y = Cl.e + Cz.e ol Ci, C2 € R
3) b)o : y" = ~by
y = Ci.sin/ b .x + Cz.cosf b .x ou C,» C, € R
Equations du type y" + ay' + by = 0 ot a € R , beER
— X
On pose y = u(x).e et on retombe sur une équation du type
précédent :
_a
y = u(x).e 2
=2 .
y' = e 2 L(ut(x) - %.u(x))
—%.x a2
y" = e ( u"(x) =a.u'(x) + z—.u(x) )
-%.x a2
y" + ay' + by = e S um(x) + (b - 2= ).u(x) )
y" + ay' + by = 0 - u™(x) + ( b ~ Y J.u(x) = 0

Exercice : résoudre

1.y" - y'" - 2y = 0 ol Yo = 0 et ya = 1
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Equations du type y™ + ay' + by = f(x) ot a € R, beR (1)
On démontre que la solution de cette équation est
y =y, +z ou Yy est une solution particuliére de (1)
z est la solution de 1° équation homogéne

correspondant a (1).

Exercices : Résoudre

1. 2y" =~ y' =~ y = 4.x.92x

2. y" + y = cosx
3. y" + 4y' + 3y = x

4. y" + 9y = (xz + 1).93x

S. y" ~- 2y' + Yy = x.e"




