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'M

Comment décrire une vitesse qui varie de maniére
continue ?

Comment décrire 1’ évolution; d’ instant en
instant, des dlilverses grandeurs, position, vitesse,
accélération qui caractérisent 1’ état instantané d’
un mobile ?

Les mathématiciens ont Introduit 1le concept de
quantité I nfinitésimale pour répondre & de telles
questions. Une quantité Infinitésimale résulte d’ un
passage & la limitey, c’ est la variation d’ une
grandeur entre deux instants success#l!‘s lorsque 1’
Intervalle entre ces Instants tend vers zéro.

La description infinitésimale peut ainsli
décompos er le changement en une série Infinie de
changements infiniment petits alors que , précédemment
on ne pou'valt le décrire que comme le résultat d’ un
nombre f ini de trans itions de grandeurs finies
Juxtaposées comme 1es perles d’ un colllier.

Prigogine - Stengers
La Nouvelle Alliance.
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GOUP D' OEIL SUR LE CALCUL INTEGRAL

ARCHIMEDE-1°" s avant J.cC.

Les civilisations antiques se sont toutes préoccupées de problémes
de mesure d' aires et de volumes. Les formules que nous avons étudiées
& 1' école primaire pour les figuree les plus familiéres ont d' abord
été obtenues de maniére empirique. Avec les mathématiciens grecs des
démonstrationse perfectionnées furent obtenues.

Avec Archiméde, on atteint une rigueur et une maitrise qu' il
faudra plus de deux mille ;ns pour égaler & nouveau. Il utilise & fond
la méthode d*' exhaustion déja découverte par Eudoxe au 6."e siecle
avant J.C.. En voici une illustration.

COnsidéans un segment de parabole
ab dont nous souhaitons trouver 1°'
aire A.

b Choisissons nos axes pour que la
parabole ait pour équation

o ) y = PX
avec a(a,pa’)
2
b(B,pB")

Soit m le milieu de [ab] et k 1le
point de la parabole qui se trouve
sur la paralléle & son axe passant

, ]Y par le point m.
b 2
| E (=259 )
La parabole P posséde une propriété
b(?,PG’) remarquable : La tangente & P en k
. a;f est paralléle & ab.
(dypa e, ’ . 2

En effet, la dérivée de y = px vaut

y' = 2px. En x = g—%~2 elle prend la

r‘azr.x_b valeur yé“_g- p(ax + B)
2

D'autre part, la pente de ab vaut
2 2

—EZ - p(x+ B



= Nathématique = 6 = Coup d' oeil sur le calcul intégral - 3

Dés lors, 1' aire A est comprise
entre 1' aire du triangle akb et
celle du parallélogramme abed.
‘Adoptons pour unité d' aire, 1°'

aire du triangle aka On a aire(akm)
= aire(mkb) = aire (adk)= aire(kcb),

ces triangles ayant méme base et

méme hauteur.Donc

2 £ A< a4

On wva répéter ce processus en
remplagant ab par ak et par bk.

Soit m, le milieu de ak et m; le
milieu de kb.

k, est le point de la parabole et de

1

la paralléle & son axe menée par m,.

k; est le point de la parabole et de
la paralléle 3 son axe menée par m;.
Cette fois gréce au raisonnement

effectué.plus tét, on a

2 + 2.aire(ak‘m ) + 2.a1r§(bk'm')$ A £ 2 + 4.afire(ak.m.) +
. 1 11 11
4.a1re(5k;m;) ‘ _ : (1)

Il se fait que aire(ak m ) est facile & estimer. On a

2
m, @ (-J'-(a+°'—+—-ﬁ) .-;-.( pa2‘+ p.(u—g) )]

z- ¢ 2 2
[‘”—*E . -g-.(saz + 2a8 +B% ) ]
o (B2 )

Il s' en sult que :
|m1k1l - %E . (9«z + 6af + Bz - 100:2 ~4af -~ 2ﬂ2)

2 2 2
= (e 2 - B =B @ -8
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2 _ g2

Imk| = % . (a2 + Rup + Bz - 2ua 2B8%)
=B . (~a® 208 - %) = - B . (-p°
L .
et Imikll - E.lmkl
De cé fait
1 h 1
aire(akimi) 5 "m1k1|'5 ) 1 . lmk! 1
aire(akm) 1 lmk ! . h lmk 1 8 (2)
2 L] -

Un raisonnement analogue peut se faire pour aire (bk;m;).

Comme aire(akm) = 1, (1) ef (2) nous livrent

1 1 1
2*2$A$2+§+-5
En poursuivant le raisonnement, on a
1 1 1 1 1
2+-2-4-E$ASZ+E+E-+-§-

2.( 1 + % + 13 + c.. + i ) £ A 2.(1 + % + i; + c.. + t ) + 2
4 3" 4 q" 4"

pour tout n € No

Cetencadrement a une longueur égale & 2: et tend V%f zéro quand n

tend vers l1' infini.
Donc
1
—_—

A=2 ., lim (1 + +
n->o 42 43 4n

Bl

1
1 -

- % ( aire (akm) )

Hl=

Par des méthodes analogues, Archiméde parvint le premier a

déterminer le volume de la sphére en fonction du rayon.
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CAVALIERI ~ 17%™° siécle

Cet éléve de Galilée introduit une idée nouvelle que nous pouvons
formuler comme suit :Considérons deux aires de figures planes Ft et
F2 dieposées de telle manieére qu' il

y ait une direction de droites A

avec la propriété que toute droite

de A coupe F1 et Fz en des segments

de droite de méme longueur. Alors
alre(Fi) - aire(Fz)

_ De méme si F1 et F2 sont des
E : F; figures spatiales disposées de telle
sorte qu' il existe une direction de plans A avec la propriété que
tout plan de A coupe F1 et F2 en des figures d' aires égales, alors
voluma(F‘) - volume(Fz).
‘ Voici deux applications du principe de Cavaliéri :

Volume d*' une sphére de rayon R

I On place une demi-spﬁéra S de rayon R sur un plan et ™ & cété ",
| un cylindre de hauteur R et de base, un cercle de rayon R. On retire
de ce cylindre, un c8ne comme 1l' indique la figure ci-dessous. On
obtient ainsei un solide F.

On coupe ces deux figures par un plan paralléle au plan a A une
hauteur h de celui-ci. ‘
La section plane de S par ce plan livre une surface d' aire
n. (R% - h%)
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La section plane de F par ce plan livre une surface d' aire

n.R2 - mh?

Le principe de Cavaliéri s' applique et

: 2
Volume(S) = Volume(F) = uRz.R _ X R

3 %R

win

Le volume d' une sphére vaut donc

nr®

wla

Aire sous 1' arche d' une cycloide

Coneidérons un cercle de rayon R tangent en un point p & une droite

dans le plan. Lorsque le cercle roule sans glisser sur la droite, nous

avons vu en 6%°® que p décrit une cycloide d' équation

x = R(t - eint)
y = R(1 - cost)

PSR |

E
\

.

Cgﬁ,o\

(2TR,0)

Plusieurs mathématiciens célébres et notamment @alilée avaient

tenté en vain de calculer 1' aire comprise ontrb.la'cycloidévot la

droite sur laquelle roule le cercle., En utilisant le

¥

principe de

Cavaliéri, Roberval obtint la solution du probléme en 1637,
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( rrR,S)

On choisit un point

p' sur le segment [ab].

La paralléle a 1°
par p' coupe le cercle en
q' et 1la P.
Roberval la

translation qui transforme

axe X

cycloide en

effectue

p' en q' et obtient 1°
image q de p. Lorsque
p' varie sur [ab], P

décrit la cycloide‘et q décrit une courbe S dessinée en pointillés.
P ( Rt - Reint , Rf - Rcost )

o a

P' ( 0 , Rf - Rcost )
q' ( Rsint , Ri ~ Rcost )
q ( Rt , Rf - Reost )

et la courbe S a pour équation

Le centre m du rectangle abcd s pour coordonnées (
m appartient donc & S.

y =R .

définie par

X+ x'_ mR
2 2

.
Z%Z-R

( 1 - cos

R

X

y

)

Eg.R ). Le point

De plus la symétrie du plan de centre m est

= KR - x°'

= 2R -y'

L*image de S par cettesymétrie est donc la courbe d' équation

2R - y°
ou

ou

= R - R cos

IR - x°*

R

y' = R + R.cos (x - %)
y'=R (1 - ﬂ.cos

R

La symétrie centrée de centre m conserve S et de ce fait partage le

rectangle abcd en deux aires égales &

Par le principe de Cavaliéri,
est égale & celle de la région située entre S et la cycloide.

l'

l.ﬂR.ZR - nRz.
2 2
aire du demi-cercle, & savoir -
Dés

lors, 1' aire sous la cycloide dans le rectangle abcd est égale a

et 1°*

2

R >

2 nR
b —

3R
2

3RR

2

2

aire sous une arche de la cycloide vaut
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v

NEWTON et LEIBNITZ - 17°™° siécle

Newton et Leibnitz wvont élaborer des méthodes beaucoup plus
puissantes que celles de leurs devanciers qui raménent souvent le
calcul d'une aire ou d' un volume & un calcul purement mécanique.
teurs idées ont été modifiées et améliorées par plusieurs générations
de mathématiciens. Nous en donnons ici une vision contemporaine.

Soit f une fonction définie sur un intervalle fermé [a,b] telle que

f(x) 2 0 pour tout x € [a,b].
On euppose a S b.

\, \a‘:x“) Notons
1° f
a
/] (I pour intégrale), l'aire de la
portion de plan limitée par les
///////, droitese X = a, x = b, y = 0 et la
o b x courbe y = f(x).

Notre expérience de la notion d'aire suggére d' accepter les
propriétes suivantes :
1) si 0 £ f(x) < g(x) , pour tout Xx € [a,b]
alors 0 < 1° £ < 1° 4]
e | i
De méme :
$i 0 ¢ f(x) ¢ g(x) , pouf tout x € [a,b]
alors 0 4 I: f < I: g
2) SL a (b { ¢c et 0 £ f(x) , pour tout x € [a,K]
alors I° f = Ib f+ 1°
a a b

y
y = f(x) /é

a b c
Les propriétés (1) et (2) résultent en fait d' une propriété plus
générale 3 Si A et B sont des portions de plan,
' aire(AUB) = aire(A) <+ aire(B) - aire(AnB)
De plus, si ANB est inclus & une droite, alors aire(AnB) = 0.
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Nous admettrone aussl que 1' aire d' un rectangle est égal au
produit de la base par la hauteur.

Dés lors, quelques. déductions deviennent possibles :

Si f est une fonction constante sur [a,b], égale & c
alors I: f = (b - a).c '

y

X

Si f est une fonction quelconque telle que m -£ f(x) < M,"V x €
[a,b], alore m.(b ~ a) < I: f < M.(b - a).

y
]

a b X

Ce résultat est encourageant, malheureusement 1' encadrement obtenu
ne peut s' améliorer. Pour progresser verse un encadrement plus fin de
I: f, il convient d' abandonner les fonctions constantes pour les
"fonctions constantes par morceaux™ ou fonctions étagées.

on dit que f est étagée sur [a,b] s'il existe des pointe
pour tout x € (ai. i =0,1, ..., N-1.

4 a - b tele que f(x) -c, est constante
°101)’
y :




:
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Pour une telle,fonctibn. on obtient immédiatement
n-1

| b ) . :
I, f= 2 ci-(a,,, = 28
{=0 -

Avec de telles fonctions, on peut obtenir des approximations fines
de fonctions quelconques.

y

<Y P PR T - RO T

x
Soit 0 < f(x) <M , V x € [a,b), une fontion positive et bornée (
M e€R ). Désignons par .
F* 1' ensemble des fonctions étagées f' telles que f £ f* ot par
F" 1' ensemble des fonctions étagées f telles que f < f.
Soit I* 1' ensemble des réels I: £ ou ' e F*

1° 1' ensemble des réels I:'ff ot f~ € F~

P A
.

On a donc

1"s15fst

B L bt S a4

Supposons qu' il n' y ait qu' un seul nombre r tel que 1" sr s1°,
alors 11 faut que

r e Ib f‘
a

Cette situation se produit pour toute fonction continue, donc pour
la plupart des fonctions que nous rencontronimais la .démonstration ne
sera pas—donnée dans ce-—cours. Les idées mises -oﬁ“placo suffisent
déjad & des calculs approchés de grande précision & 1' aide d' une
calculatrice. - - ‘
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Calcul approché'

Pour estimer I; ‘sur base du travail qui précéde, on peut "
. partitionner” [a,b] en n intervalles de longueur_’bA- 2 afin de
faciliter les calculs ou 1' élaboration d' un algorithme et faire

choix de fonctiong étagées constantes sur chacun de ces intervalles

- ausel proches que possible "par le bas™ d' une part et "par le haut"
d' autre pirt de f. 51 la fonction est croiccante ( ou décroicsante
sur [a b] la tache cc cimplific souvcnt .

Voici un exemplc 3

2

Calculone Ig x

y | | \js«f

‘Onvbout’paf ckémpld‘partltionner {o,5) en 8§ intervalles ctvchoicir
les fonctions 6tagies ropr‘ccntéoc sur la figure ci-dessus.
b - a 5 - 0

‘ ' : . ICI. —2 s - 1
- On a donc : _ , ,
0+1+ 4+ s + 16 s I: X2 £ 1 4+ 4+ 9 + 16 + 26
°o " o+ .

30 £ I X~ £ 65 o
Avec une calculatrice, 11 est aisé de partggcr . [0,5] en 50

b-a_56-0

intervalles, de travailler avec = 0,1 et d* obtenir

50
3500 « 0,1 + 0,2% ...+ a,9%) <17 x2 s'%a.(o.12 0,22 4 ... + 8%)

o | ﬁ | (1)
' - Remarques : '
i.Avant méme de procéder & ce calcul, nous pouvons mesurer la
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précision de 1" approximation puisque 1' écart entre les deux bornes
2

est de %3 = 2,5. Si nous voulons une précision de 0,1 par exemple,

11 faudra subdiviser 1' intervalle en n parties avec
sz.é—ﬁ—g { 0,1 ou n ) 1250

2.Nous voyons qu' il suffit d' augmenter n pour améliorer la précision

de 1' approximation maie en revanche, cela augmente lawdurée de nos
calculs et les risques 'd' erreurs das -;ﬁ; érrondis. Avec wune
calculatrice que nous pourions forcer & arrondir toujours par défaut
nous ne risquerions rien pour le premier membre de (1) et de méme il
faudrait une calculatrice arrondissant toujours par excés pour
éviter les ennuis avec le second membre de (1). '

3.La durée des calcule n' est guére génante sei nous parvenons &

élaborer un programme pour réaliser le travail. Restent les erreurs

d* arrondi.

4.La situation (1) est susceptible. d° un traitement rapide,

malheureusement pas adapt§ 4 un autre type de fonctions. En effet,
on peut démontrer par récurrence (voir exercices) que

n .
z 12_n.(n+1).(2n + 1)
; 5 .
| 1=1
Alors, 0 + 0,1% + 0,2% ... + 4,97 =@ 2= (1 + 2% « 3% 4+ ... as?)
1 49.50.99
| - o5 - 404,25

et 40,425 < Iz x2 s 42,925

Exercices :

1.Trouver des encadrements de'largeur inférieure ou égale & 1 pour

2
X

-

les aires suivantes: a)

o
w

()
x

b)

2]
oIt B NO - A

<)

X |=

[
e
=
X

d) I
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2.

4,

s.

Démontrer les forhules

n
a) 2 i = ﬂ;iﬂii_ﬁl
=1

n
b) z 12 - n.{(n + l)é(gg + 1)
i=]

n
2 2
) z 13 - D .(n + 1)

4

i=1
Rédiger sur calculatrice ou ordinateur un programme permettant de
calculer I x2 pour une partition de [a,b] en n intervalles, c' est

A dire calculer un encadrement de I xz.

Soit T un trapéze de bases bi. bz et de hauteur h. Montrer que 1'

' h.(b‘ + bz)
aire de T est égale & > .

Encadrer le volume du solide engendré par la rotation de 1la
parabole y = -xz + 1 autour de 1l' axe 0Y et limité par le plan y =
0 dans Ea.

La méthode des trapézes

subdivieons [a,b] en n intervalles égaux de longueur h =
les extrémités sont a = a_, a a

valeurs de f en ces points, & savoir fo' f

Reprenons la fonction f, positive et bornée sur (a,b]),et
b - a

dont
ses o &4 = b, Calculons les

2' s 00 » fn Ofl fi =

o' - %9 2° -

f(a o i =0, 2, ..., n.

(a

Intuitivcment. on peut approchcr f par un polygone reliant le polnt

f) & (a .f ) pour L = 0, 1, ..., n — 1.
y

s 00 00 0= cs v e e 2a 0t o0 cn Se Ba 0o v 0
) . ! R
e o0 00 00 06 00 00 vo ou 50 00 04 o 0 o -

[ P

[+ e oo 50 o0 04 00 00 00 20 02 00 0 o on oh 04 00 e 0n'se.

[ ) RO

Q
-

ie¢1 n
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Quant & 1' aire A déterminée sous la courbe y = f(x), elle est

approchée par une somme d' aires de trapézes. Une telle aire est égale
a

f + f e

i 1+1 h ,

(8440 = 33 =g+ flad)
L' aire sous le polygone est égale & ' '
' = h.( L | 1

A h.( zfo + fi + fz+ ves + 1"._‘l + 2fn )

ce qui livre une approximation de A.

Mais quelle est la précision de cette approximation 7?7 Nous ne
disposons d' aucune inégalité pour en juger. Supposons que f soit deux
fois dérivable sur [a,b]. Dans ce cas la théorie permet de prouver
(mais cela dépasse nos possibilités actuelles) que 1' erreur E commise
en remplagcant A par A' est telle que

3
IEl = 12-:—31—.|f"(c)| pour un certain point ¢ de [a,b].
12n

Blien entendu, ¢ n' est pas connu mais si nous pouvons trouver un
maximum M tel que pour tout x € [a,b], lf"(x)l < M, nous saurions que

3
lEl < -fb—"—-g-L.n

i2n
Exemple :
Pour calculer I: %, on calcule f'(x) - - 33. fr'(x) = 35 qui est
' : x X
décroissante sur [1,2]). On a If'*(x)| £ 2 sur [1,2].
Dés lors IE| < 1 32 =~ —3-
i2n én _
Si noue wvoulons 1' aire avec une précision de 10-2. i1 suffira de
. travailler avec la condition —lg £ 0,01 ou n3 2 1%2 ou n 2 3.
6n ‘
Il ' en suit que
21 1 1 1 1 1 1
hx=s- v 17,222
3 3
--J.'- (l.'.i...g...-l-)
3 ° 2 4 3 4

= 0,70 avec une précision de 1' ordre de 10”2, .

Exercice Reprendre‘ l' exercice ,1 page 12 et déterminer des

approximations & 1072 prés.
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En voiture !

Abandonnons 1' idée d' aire pour nous occuper d' un autre type de

mesure.

Exemgle 1 :

Une voiture se déplace durant deux heures & du 70 km/h. Quelle est
la distance parcourue ? Facile ! Chacun sait que la réponse est 140 km
mais nous nous prépérons & des téches plus difficiles et un peu de

formalisation sera utilg.

v
'_ distance parcourue
vitesse temps écoulé
Ax
At
d' ol Ax = v.At = 70.2
= 140 km
at t
Exemple 2 :

Une wvoiture se déplace durant 2 heures & une vitesse de 90 km/h,
durant 3 heures A une vitesse de 80 km/ﬁ et enfin durant 2 heures a
une vitesse de 70 km/h. Quelle est la distance parcourue par la
voiture 7?7

v

.90+
80-
704

-4

10- |
1 . g8 °
Bien entendu, il suffit d' additionner la distance parcourue durant

les trois intervalles:
premier intervalle t Ox = v, At = 90.2 = 180  _,f

second intervalle : Ax = v. At = 80.3 = 240
troisiéme intervalle : Ax = v.At = 70.2 = 140
660 km

Observons que nous avons calculé Ig f ou f est une fonction étagée.
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Exemple 3 :
Cette fois, la voiture se déplace durant 3 heures A& une vitesse

~

variant comme suit
vef(t) =-t°+9 oo 0sts3
Quelle est la distance parcourue ? Nous ne pouvons obtenir une

réponse immédiate par la méthode utilisée dans les exemples précédents

v v car la vitesse varie continOment.
9 . Nous pouvons facilement calculer une
L approximation de la distance
- parcourue en partageant 1

intervalle de temps en petits

morceaux durant lesquels la vitesse

A . sera quasiment <constante. Cela
- revient & remplacer la fonction f
/| S

par deux fonctions étagées qui
A - t encadrent f et & calculer 1°'
intégrale de celles~ci.

Nous wvoyons clairement que les méthodes utilisées ont une portée
plus générale que les problémes d' aires qui sont & leur origine et
nous sommes préts & examiner une fonction queléonque f définie sur
[a,b] et la notion d' intégrale I: f. |

Faut—-il nécessairement que f eoit positive sur [a,b] ? Non! En
voici un exemple : '

~ExemEle 4

Une voiture se déplace durant deux heures vers 1§ nord & une
vitesse de 70 km/h et ensuite vers le sud & une vitesse de 80 km/h. A
quelle distance de son point de départ est-elle aprés ces trois heures
de route ? -

Ici, on peut considérer que la fonction f.est positive sur [0,2] et
v négative sur [2,3]). La solution du
%o . probléme est I: f = 2,70 + 1.(~80) =

V
A{,/f”’ ' 60 km. Si la question avait été, "
/é
A

= Quelle distance la wvoiture a-t-elle

parcourue 7?7 ", la solution aurait
- 20|

été d = 2.70 - 1.(-80) = 220 km.
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T R R M~ R T

L' INTEGRALE DEFINIE

Soit f une fonction de R dans R définie sur ta,b] avec a < b,
positive et bornée, c' est & dire qu' il exiete dee réels m et M tels
que m £ f(x) £ M pour tout x appartenant a [a,b].

En particulier, f peut &tre étagée ce qui signifie qu' il existe un

partage de [a,b] en intervalles t°1'°s+1] avec a = L  a, ( a_ {( ...

1 2

4 an-'b tels que f prend une valeur constante f1 sur (a‘.a"i). Pour
une fonction étagée, 1' intégrale définie de f sur [a,b] est -le réel
n-1
1 f - 2 £ .(a .~ a)
a (R T | i
i=0 ’

Revenons au cas général d' une fonction f définie et bornée sur
(a,b].

Soit F 1' ensemble des fonctions étagées f  telles que

f (x) s f(x), V x € [a,b].

Soit F* 1' ensemble des fonctions étagées f* telles que

f7(x) 2 f(x), ¥V x € [a,b].

I~ 1' ensemble des réels I: f o0 f € F

I+ 1l' ensemble des réels I: f+ ol f+ € F¥

Les ensembles I et I’ eont non vides du fait que f est bornée. En
outre, 11 existe au moine un réel & savoir M.(b - a) qui est supérieur
& tous les éléments de I-, ce qu' on peut noter I~ < M.(b - a). Ainsi,
I~ est non vide et borné supérieurement. De méme, 17 est non vide et
borné inférieurement par m.(b - a).

Une propriété remarquable de R vue en cinquiéme est qu' un ensemble
non vide A € R, borné supérieurement posséde un supremum (plus petite

borne supérieure), A.up et de méme un ensemble non vide A & R, borné
inférieurement posséde un infimum (plus grande borne inférieure),
Alnf

Donc & toute fonction f définie, positive et bornée sur [a,b], nous
parvenons & attacher deux réels qui sont
- +
I et I .
sup ..Pgli
Comme V x € [a,b], V f € F, V ' € F+. on a f< £, 11 s' en

suit que I < I* et en particulier I~ s I
sup -epcq

On dit que f posséde une 1nt69e10 définie I. f sur [a,b] si
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1" =1’
sup sup 'mi
et alors, dans ce cas, par définition

I fF - 17 =1t
a sup ~.-up\m'

Nous obtenons ainsi une définition de 1' intégrale basée sur de
simples inégalités. Mais comment savoir si elle existe et comment la
calculer ?

| INTEGRALE ET DERIVEE

On peut démontrer mais cela dépasse nos forces que toute

fonction continue sur [a,b] est bornée et posséde une Iintégrale
définge 10 f. |

On peut aussi démontrer qu' {1 existe au moins une fonction F,
appelée primitive de f telle que F'(x) = f(x) pour tout x € [a,b] c°*
eet & dire qu*' il existe une fonction F admettant f pour dérivée.

La grande découverte de Leibnitz et Newton fut de réaliser que le
calcul de I: f se raméne & celui de F ou encore que

1: f = F(b) - F(a)

qu' on appelle souvent théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral. Une démonstration rigoureuse de ce théoréme est hors de
notre portéc; Il fallut d°' ailleurs 160 ans aprés Newton pour que les
mathématiciens puissent maitriser entiérement cette démonstration.
Noues pouvons tout de méme nous falre une idée de la démarche des
pionniers. :
Considérone la fonction F

y y = £(x) définie par

F(x) = 1: f o0 x € [a,b]

Aprés nos travaux avec les
aires, il n' est pas difficile
de se persuader de ce que

£+ 1%fF=1%¢
x k

{

x

Iy

O hecn 00 00 ce a0 0000 00 00 00 00 00 b0 06 00 00 00 00

[

k X  x+4x
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et que si 1' on donne un accroissement Ax A x,

F(x +8x) - F(x) = 38 ¢ _ 1% ¢

x x+Ax x
= I. f + Ix f - Ik f
- Ix#Ax f

x

F(x + A x) - F(x)

Dés lors F'(x) = 1lim
Ax+0 Ax
xelx
Ix f
= 1im
" Ax-0 ax

Si Ax est "petit", nous pouvone assimiler la courbe y = f(x) au
segment de droite [f(x),f(x + Ax)) et dés lors Ix'Ax f ' identifie A

1' aire d' un trapéze, & savoir

-

'Ax'. f(x) + ;(x + Ax)
On est conduilt &
xelx
: Ix f
F'(x) = 1lim
Ax+0 ax
- 1lim f(x) + :!X + Ax)
Ax-+0

- z.iéil = f(x)

et & 1' idée que

F'(x) = f(x)

D' autre part,

‘ b k b b a
I’ f=1f faex) faId f- I f = F(b) - F(a)

Une autre idée des plonniere est que f ressemble & un fonction
étagée sur des intervalles infiniment petits notés dx et que I: f
serait une sorte de somme infinie de rectangles f(x).dx ce qu' ils

notaient par I f(x).dx qui est encore 1la notation courante de 1°

intégrale. Le signe I (ctylication de S comme commc) .st la notation
standard pour le concept d' intégrale.
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Dans ces notations, nous avons donc

L* intégrale définie

.
j f(x).dx = F(b) -F(a)
a

el

ol F(x), primitive de f(x) est telle que F'(x) = f(x). x € [a,b]

Exercices :
i1.vrai ou faux ?
2 3 3
a) I i u2 du + I i u2 du = I i u2 du
2 Ja 2 0

0
2 3 3 -
b)_[/1+x2 dx+_[/1+t2 dt-j/1+u2 du
0 2 0
10 9 10
c) I Y 1« x2 dx - I Y 1« xz dx = j Y1+ xz dx
0 9

0
2 2
d) I 3.7 1 + xz dx = 3.] Y 1+ xz dx
(1] . 0
2 2 2 .
e) I xz./ 1+ x% dx = ( I x2 dx ). ( I /Y1 + x2  dx ) .
0 , Yo o
2 2 , : '
f) I xz.i 1+ xz dx = xz.I Y1+ xz dx
0 0

2 2 : 2 r
9)I(/1+t2 e/ 1+ td )dt-f/1+t2 dt+-_|' 1+ t? at
: 0 | 0

2.Calculer 1' aire de la portion de plan située entre les courbes
suivantes

a) y = xz. y =0, x =0, X =65,
(4
b) vy = sinx, y « 0, X = 0, X = 3

1
C) y - —2-. y Lol °’ X = 3. X = 6,
X
3
X

d)y' .»y.o.x--7.)('3.

e) y = x + xs o Y = 0, X = =3, X = 4,




