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LE BINOME DE NEWTON

n n f n-i
(x +a) = z (1).a .X n € No
i=0 a €R

Démonstration :

2 .
Oon a (x + a1).(x + az) = X o+ (a1 + az).x + a, .0,
3 2
(.x + al).(x + az).(x + aa) - X + (a:l + "'2 + as).x + (al.az +
31.a3 + az.as).x + al.az.as :
(X + 8.)e(X + 8.)e 2ee Ax + a) = x" & (8, + a. + ... + a ).x"?
1 2 n 1 2 n
+ (a ,.a, + ) x""2 . (a,.a_.a. + . ).x"“3 + +
1' 2 * & o L] 1' 2. 3 * @ L B 2
-al.az.as. cee .an (1)

te coefficient de xn-1 comprend n termes.

Le coefficient de x""2 comprend autant de termes que le nombre de
maniéres de prendre 2 éléments parmi n, 1' ordre dans lequel sont
pris ces éléments n' ayant pas d' importance.

Le coefficient de x"~i comprend autant de termes que le nombre de
maniéres de prendre i éléments parmi n, 1' ordre dans lequel sont pris

ces éléments n' ayant pas d' importance.Ce nombrq est noté ; et

(n) L h.(n-1).(n=2). ... .(n - (i - 1))

i it
nt
= IT (n-D)1 (2)
ol n! = n.(n-1).(n-2). ... .3.2.1
si dans (1), on prend a1 -a, = ... = & on a
(x + a)™= x™ + ["].a.x"t & ["].a%.x"% 4 ... & [T et koL L
v 1 2 S\l
o " k™t s " (3)
n-1
Si on pose 0! =1, (2) nous livre
n n! n nt
(o] " or.my - et (n] = wt.or - ! (4

De (3) et de (4) on déduit
n

(x + a)" = z (;').ai.x""‘t

i=s0
. c.Q.F.D.
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Quelques propr}étés des (QJ-L
n n

o @) - ()
n n n+1

o (:5) - (@) - (%)

3) De la propriété (2), on peut déduire une maniére amusante de

calculer les nombres (;) :

Triangle de Pascal :

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

n \ '

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1. 4 6 4 1

5 1 5 10 10 . 5 1

6 1 6 16 20 15 6 1

7 1 7 21 36 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

S 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

* s 0 0

Ces trois propriétés sont & démontrer en exercices.

Exercices :

1. (( x + 2 )5 -
8
2. (1 -t ) =

3. ( 2x? « 211 .

4

X
4. Dans ( a + b )12. chercher le terme en a7b5
5. Dans ( —2x2 -1 )7 chercher le terme en xB

6
6. Dans ( x® - lE )7 chercher le terme en x
X
7. Calculer ( y3 + 5 )4 + (/3 =5 )°

8. Dans xlo o (X - 2)10. chercher le terme en x16

9. Quel est le terme indépendant de ( ig - 2x2)10 ?

X
10. Quel est le terme en xa de (1 + 2x + z?x2 + 23x3)4

?
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11. Dans €, on sait que ( cosp + i.sing )5 = cos5@ + i.sinb¢y

En déduire une formule donnant cos5¢ en fonction de cosp et de
sing.

12. Pour quelles valeurs de m, le " 7éme" terme dans le développement

3 1 m
de (/ x2 - ———————J sera-t-il du troisieme degré en x 7

2./ x|

e

Déterminer ce 7ém terme.
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| LE NOMBRE € |

Considérons la suite u - (L + =), n € No qui est une suite de

nombrej réels.
Calculons quelques termes de cette suite. les essais semblent

indiquer que cette suite est croissante, ¢' est & dire que U oeeY

pour tout n et qu' elle a une limite de 1' ordre de 2,718 . Prouvons
que ces observations sont correctes.

La suite { u } est croissante :

Il n 'est pas facile de comparer un = (1 + %)"

1 n+1
et U= (1 # n o+ 1) :

Souvenons—-nous que la moyenne arithmétique d' un ensemble de
nombres positifs est supérieure & leur moyenne géométrique et
appliquonsceci aux n + 1 nombres

1 1 1
1, 1 «+ no 1 + Nttt 1+ noC
v 1+ (i~ %) n + 2 1
teur moyenne arithmétique vaut P " n s 1" i+ 1
1 n

Leur moyenne géométrique vaut (1.(1 + %)n]n . (1 + %)n * 1

n
1 i.,n + 1
on a 1« Fa—) > (1 + a)
ou (1 + ———i—)nfl > (1 + l)n pour tout n € N et la suite des
n + 1 n (1)

U est donc croissante.

La suite { u_ } est bornée supérieurement

En effet, le binéme de Newton livre

U o= 1 + n.i L D n-1 ._i . .. n.(n-1). ... .(n—p+1)._l O 1
n n 21 n2 p! np r'n

n.(n~-1). ... . (n-p+1)

Notons t =
P p!.np

ce qui permet d' écrire u = 1 +1 + tz + ... + tp + ... + tn

-l 0 N-1 n-2 n-p+1 1 1
on &  t o= TR Th T ST 2
- 1 . )
p-1
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et u (1 + 1 + % + l? + 13 + o+ 1 1
2 2 2"
1w 1
2" 1
-1+ 1+ - 3
3 - L 1 - 1
2 2

ou u_ { 3.

Dés lors, un rappel des propriétés de R montre qu' 1l existe un
plus petit nombre réel qu' on note € pour tout n € No et que

(1)

Valeur de e ?

Une méthode est de calculer (1). Cette méthode est lente,

Calculons une borne inférieure de € :

On a vu que u = to + t1 + .. B+ L0 0+ tn

P
ou €t = %!.(1 -hoci -3, - B
Fixons une valeur de p. Alors u b to + t1 + .. + tp (p ¢ 2)
Lorsque n augmente, tend vers 1' infini, tP tend vers B!. Des
lors,

e )1 + 1 + % pout tout p € No

+
Wi
+
+
T+

Calculons une borne supérieure de € :

5 . 1
On a vu que u = t0 + t1 e tp + ... + tn ol tp 4 Pt
1 1 1 1 1 1
donc u (1 + 1 + FTRE T DR TF:TT! + ;!+ TS8R toeee vy
1 1 1 1 1
O L TR AN TR v ¥ ST R L A
1 1

)

(p+1).(p+2) (p+1).(p+2). ... n

La parenthése du dernier terme de cette expression livre

1 + 1 + 1 + e 1
p+1 (p+1).(p+2) (p+1).(p+2). ... .nN
(1 + pil + 1 + L. +

(p+1)° (p+1)"7P
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-1
(n+l1)?

A S
n-p+1
- (P“‘l)' (—1’——-—--2—:&-1...3
1 - L - 1l P P
p+ p+l
et on a donc
1 1 1

u <1 + 1 + 54 oo pour tout

1
n 2 MRCESEM TR

no)p

Comme la suite est croissante, cette derniére expression est
valable pour tout n € No et de ce fait
11 1 1
e sS1 + 1 + 2!+ 37 + .. + ?;:ITT + ;! ETT; pour tout p € NO
En réunissant les résultats précédents, on obtient
11 1 1 1 1
1 + 1 + E!+ §!+ .. + F!< e $1 +1 + E!* 31 + . e + n!+ -

pour tout n € No

Cet ancadremént de € est trés maniable, en pratique pour
le (n + 1)‘.°éncadrement. il suffit de disposer du ne'eet d

1
(n+1).(n+1)! a4 la borne supé

a la borne inférieure et

résultat précédent
Pour n = 10, le calcul de e sur micro sans s' occuper de
d'arrondis donne

2,71828180 ¢ e ( 2,71828183

calculer
'ajouter

rieure du

& erreurs

e = 2, 71828 18284 59045 23536 02874
6999 ...

71352 66249 77572

47093

Exercices:

1. Calculer les 10 premiers termes de la suite un - (1 + %)n
premiers termes de la suite Vo ol Vo = 1 + 1 + %’+ e

comparer les résultats.

2. soit b = (1 + 5™ neN
a) Montrer que cette suite est décroissante
comparaison des moyennes des n + 2 nombres
1 1 1
*n+l’ n+1" "7 ' n+1
i.n

b) Montrer que (1 + ;)

encadre €

Faire un programme en vue de trouver les
exercice 1 en veillant & <ce que tous les
fassent par défaut. Pourquoi veut-on des
défaut? .

< bn pour tout n et que [un vy b ]

et les 10
+ 1 et
n!

par une

réponses de 1°
arrondis se
arrondis par
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I LES SERIES l

Prenons une suite de réels ul, uz. Uge coe v U, .o n € No'
Créons les sommes partielles s1 = ui. sz = u, + uz. s3 - u'l + u2 + u3,
PV . 8 = U + u + . e + u ., .o . La suite de ces

n 1 2 n
sommes partielles sl. 52. '8 est appelée série. On appelle
souvent série la somme infinie u, + u2 ce. + un + ... qQqui est la
valeur vers laquelle converge Bgr Bpr eee 3B 4 e sl du moins

celle~ci converge.

Propriétés :

1. Une série étant une suite particuliére, toutes les propriétés
vraies pour les suites sont vraies pour les séries.

2. Si une série de terme général u_ converge, alors %i& u = 0
en effet: %ig s =8 € R
et %i& 8.4 ™ S implique que
%*3 (sn - sn-i) - %%g un -0
3. La réciproque de la propriété (2) n' est pas vérifiée 1,

%3& u = O n' entraine pas que la série soit convergente.

Exemple: 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 +
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1 1 1 1 1 1 1 1
»irsr G GErgrere et )
+ (l— + 1 + ) +
32 32 . e
1 1 1 1
21 + > + E + E + 5 + e

Y k pout tout k € R
et la série ne converge pas.

4. La contraposée de la propriété (2), [ ( p * q) & ( E » ;) ]
nous permet d' affirmer que
%38 u, # 0 » la série diverge.

Petit probléme :

Quelle est la plus " longque ™ des deux spirales suivantes 7
( graphiques de la page 4! )7 Quelle est leur longueur ?

figure 1:La longueur de la spirale vaut 1 = Uy + u, + .. + u +

«es . Pour tout n € No. u est 1' hypoténuse d' un triangle

rectangle dont un des cbétés a pour longueur %. On a donc

1l ) 1 + % + % + %-4- ces * % + ... qui est une suite qui

diverge vers 1' infini.
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La spirale a donc une longueur infinie.

figure 2:La longueur de la spirale vaut [ = Uy + U, + oo v U+

2
.+, Le triangle aob étant semblable au triangle boc,
u
2 19 19 19
on & ) = 39 °Y U, = S5, De méme, Uibe "30°Yye ie€ “0

o -
- U 1
17, 19
2
- 20.u

Cette spirale a donc une longueur finie.

Exercices :

Etudier les séries suivantes ( n € No)

1. 1 + 2 + 3 + 4 4+ ... + n +

¢ o 0 o

2 3 n
2. a + a.q + a.q + a.q + ... + a.q

+ ... a,q €R
3.4 b=qu. +u, + ... +ubolu =2>etu = —to—0
n 1 2 n 1 2 n n.(n+1)
1 1 1.
4. 1 + i!*'§!+ §!+ R
n"-1
5. {s } = {ut +u,+ ... +u podu =
n +1
6. lT + EE + §§ + ... + ﬂ; + ...
3 3 3 3
Series de puisesances
2 3 _ n
ay ¥ A X 4 A,XT 4 A X 4 ... AL+ ..., a € R

ou i,n €N

Théoréme : Si on définit le rayon de convergence, r , d' une série
de puissances comme étant 1' ensemble des valeurs réelles x
. pour lesquelles la série converge, on a

a
n

T %im an+1

c' est & dire que la série converge pour tout x € ( -r , r ).

Nous ne démontrerons pas ce théoréme qui est hores de notre
portée pour le moment.
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Exemples:
1. a +« a.x + a:xz + ce. + a.x" + .. (a # 0) s r = 1
X xz xn
2. 1 + I R I IR SR : r = ©
2 n
3. 1 + 1!.x + 2!1. X + ... + ny.x + ... t r =0

Comment développer une fonction en une série de puissances 7?7

La formule de TAYLOR va nous permettre de répondre & cette question
pour beaucoup de fonctions élémentaires. '

Formule de Taylor

si y = f(x) est une fonction telle que y, y', ¥'', ..., yﬂll

soient dérivables dans [ a, b ] et yﬁ_dérivable dans ( a,b ) et

continue en a et b, alors 2

fF(b) = f(a) + b;? . f'(a) +$b—;-f-L. £rr(a) + ... +
b-a)"  .n (b-a)"*t  _ne1,
L—FT- * f—(a? M (n+1)t ° f ()

ot c € (a, b )

Démonstration

On définit le nombre r par la relation

2 n
f(b) = f(a) + 232 . frqay « ABZBL . friqay 4 ... 4 R2BL L fD(a)
E 2 1
b-a n+
(n+l)! ° r

Le théoréme sera démontré ei on parvient & établir qu'il existe un
réel c € ( a, b ) pour lequel

r o= fﬂil(c)

On définit la fonction

g: [ a,b]—R: x— f(b) -f(x) - 2%% . fr(x)
b~x 2 b-x n n b~—x n+1
"(TL'f"(")‘-H“’(-m'L-f(x)--g——)—— r

(n+1)1 °
g(x) est dérivable et donc continue sur (a,b). Elle est continue en a

et en b et de plus, g(a) = g(b) =0. On peut appliquer le théoréme
de Rolle & cette fonction.

On obtient ainsi qu' il existe un réel ¢ € (a , b) pour lequel
g'(c) = 0 ) (1)
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Formule de Mac -~ Laurin
X x2 x3 3
- : f(x) = f(0) =+ i!.f'(O) + ET.f"(O) + §T.f—(0) + ... +
x" .n xn;l n+1
;!.f—(O) + (n+1)!.f (8) ol 6 € (0 , x)
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or g'(x) = - f'(x) - —%T £ (x) + £1(x)
k - iE%%li o FrUT(x) + 2. ::x . frr(x)
- 12§§li ) e 3“3}“ : . £ (%)
- Lbox M. L ﬂzi%fﬁl::i (%)
JENCES DI CITI M
(n+1)¢
- ou g'(x) = Lgﬁ%lg Y (b;f)n 152 WPV

ns

n
- Ml— . (r - fﬂﬂ-(x)]

Vu (1), il existe un réel c € (a,b) pour lequel g'(c) = 0 donc pour
n+1 (¢) .

lequel r = f
COQOFQOQ

Si dans la formule de TAYLOR, on prend b = x et a = 0, on obtient la

Si n tend vers 1' infini, cette formule donne le dévelopgement en
eérie de puissances de la fonction y = f(x) mais cette formule n' est
valable que dane .le rayon de convergence de série car alors

n+1l

X . fn+1(6)’tend vers 0 si n tend vers 1' infini.
(n+1)1!

Exercices :

Développer en séries de puissances les fonctions suivantes :

a) s8in x
b) cos x

c) arcsin x
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d)

2
e) cos. X

f)

g) (1 + x )™ ou m € R. En déduire le développement de

— et de S S—
Y 1 = x2 ' q4 - x2

Il est & noter que si m € N, on retrouve la formule du
bindme de Newton.

h) arctg x




de Mmoo a"cuuw ) Ow feoe
{Lx:@m+LmAAm Vxe R
Cths forads 4" Eilen pob dlesivanls e
F/JCMJC dap ndile, da Tlac locain

.
Cor x = A X Lo
21 g |
: %3
M X= X — 2= 4 .-
By
X 2
'“\ e = |+ x+ X 4+ ..
_ S

= wlen A fx_g_f,ok,}*a,vf }/94 . W{/Qm@/} X

po Coe dans &% dlel & el

f’)(_ ‘ ‘ 2 N 3
SR I P 2 R (.S L
2.1 3
7 ', K .
2! 3!

L 77

ket o e fomaede @ = -1

- DM/)’Q‘?J%/QOJ\AOQ C)W/a C_) L a
Ahokiow de anlie © < ot”wéh >

(X

a—?/l/e,volu& 36 ( D < -;,.




