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Ensembles quadratiques des espaces projectifs 
FRANCIS BUEKENHOUT -k 

1. Principales d~finitions, rappeis et r~sultats 

1.1. Espaces projectifs 

Dans cette note, l'expression <<espace projectif>> d~signera un ensemble de 
points, muni d'une famille de sous-ensembles appel6s droites, v6rifiant les 
conditions suivantes (i) toute paire de points distincts p, q est contenue dans 
une et une seule droite not6e p +  q; (ii) toute droite contient au moins trois 
points; (iii) si a, b, c, d, e sont des points distincts tels que a + b = a + e e t a  + d = 
a + e, les droites b + e et c + d ont un point commun. 

Divers concepts tels que vari6t6 lin6aire, dimension, perspectivit6, hyperplan 
ainsi que leurs propri6t6s, seront utilis6s sans rappels. I1 est bien connu que les 
espaces projectifs peuvent atre class6s de la mani6re suivante: a) les espaces 
projectifs triviaux caract6ris6s par le fair qu'ils ont au plus une droite, ou encore, 
que leur dimension est inf6rieure/~ 2; b) les plans projectifs nonargu6siens; c) les 
espaces projectifs argu6siens de dimension > 2 qui ne sont autres que les espaces 
projectifs h coordonn6es homogSnes dans un corps. Les espaces de dimension 
infinie ne seront pas syst6matiquement 6cart6s de notre 6tude bien que notre 
d6monstration des principaux r6sultats utilise l'hypoth6se de finitude de la 
dimension. Notons qu'une vari6t6 lin6aire sera toujours consid6r6e comme un 
ensemble de points. 

1.2. Hyperquadriques et ovo'ides 

Soit P un espace projectif ~t coordonn6es homog6nes Xi i~I, ~ valeurs dans 
un corps commutatif  F. Alors une hyperquadrique de P e s t  l'ensemble des 
points dont les coordonn6es v6rifient une 6quation du second d6gr6 

QijXiXj=O. 
i, j e I  

Observons que cette d6finition poss6de toujours un sens, marne si I e s t  un 
ensemble infini. Les hyperquadriques ovales, caract6ris6es par le fait qu'elles ne 
contiennent aucune droite et au moins deux points, conduisent ~t la notion 
d'ovoide, une g6n6ralisation due A Tits qui en a montr6 l'int6r6t par sa d6cou- 
verte des (< ovoides de Suzuki)> [4] et par diverses caract6risations des hyper- 
quadriques ovales bas6es sur l'homog6n6it6 de ces ensembles [-3]. Dans les 
plans, argu6siens ou non, on connait de nombreux exemples d'ovoides qui ne 
sont pas des hyperquadriques (cf. [1] pour des r6f6rences plus pr6cises). 

* L'auteur remercie le Professeur G. Pickert dont les suggestions ont permis d'am~liorer 
l'expos& 
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La pr6sente 6tude introduit une notion d'ensemble quadratique g6n6ralisant 
cette d'ovoide et englobant toutes les hyperquadriques, d6g6n6r6es ou non. 

1.3. Ensembles quadratiques 

Soit P u n  espace projectif et Q un ensemble de points de P. Une droite de P 
sera tangente ~ Q si elle rencontre Q en un seul point ou si elle est contenue 
dans Q. Nous dirons que Q est un ensemble quadratique si (i) toute droite de P 
rencontre Q en deux points an plus ou est contenue dans Q et (ii) pour tout 
point peQ, la r6union Qp des tangentes ~/t Q contenant p, est un hyperplan ou 
l'espace P. On dira, par abus de langage, que Qr est rhyperplan tangent i~ Q en p. 

Un point double de Q sera un point peQ tel que Qp=P. Si Q admet au 
moins un point double, Q sera dit ddg~ndr~. Si Q contient au moins une droite, 
Q sera dit rdgld. Lorsque P e s t  un plan, on observera qu'un ensemble qua- 
dratique non d6g6n6r6 est un ovoide. 

Un ensemble quadratique Q sera dit perspectif si: pour tout point c n'ap- 
partenant pas/t  Q, ni/t  l'intersection des hyperplans tangents Qp, pe  Q, il existe 
une perspectivit6 non-identique de centre c qui conserve Q (un automorphisme 
de P fixant toute droite contenant c). I1 est bien connu que toute hyperquadfique 
sur un corps commutatif  est un ensemble quadratique perspecfif. 

1.4. Principaux rdsultats 

Th6or~me 1, Si Pes t  un espace projectif argu~sien de dimension finie n> 2 
et Q un ensemble quadratique perspectif qui n' est pas la rdunion de deux vari~tds 
linOaires, Pest un espace sur un corps commutatif et Q est une hyperquadrique. 

Th6or6me2. Dans un espace projectif de dimension finie tout ensemble 
quadratique r~gld, non-ddg~ndrd est perspectif. 

Th6or6me3. Dans un espace projectif de dimension finie, tout ensemble 
quadratique non-d~g~n~rd est une hyperquadrique ou un ovo~de. 

Le th6or6me 3 est un corollaire imm6diat des pr6c6dents. 
Dans le th6or6me 1, le fait d'exiger que Q nest  pas la r6union de deux 

vari6t6s lin6aires est essentiel. Montrons-le par deux exemples: a) dans un plan 
projectif comptexe un ensemble r6duit ~t un point ou vide, n'est pas une hyper- 
quadrique; b) clans un espace projectif sur un corps non-commutatif, la r6union 
de deux hyperplans est un ensemble quadratique perspectif. 

Nous examinerons des perspectives de g6n6ralisations, ~t la fin de ce travail. 

2. Propri6t6s 616mentaires des ensembles quadratiques 
Consid6rons d'abord l'intersection d'un ensemble q-uadratique et d'une 

vari6t6 lin6aire. 

I. Pour 6viter que Qp ne soit vide, quand dim P=I il sera bon d'exiger clue Q~ dolt eontenir p; 
sans cette pr6cision, un ensemble de deux points ne serait pas tm ensemble quadratique et ceci 
nuirait ~ la g~n6ralit6 de certaines propri6t6s 6nonc6es plus loin. 
21" 
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2.1. Proposition. Soit Q un ensemble quadratique et V une varidt~ lin~aire 
d'un espace projectif P. Alors l'ensemble Q n Vest un ensemble quadratique dans V 
et pour tout point p~Q n Von a (Q nv)p = Qp n E 

La d6monstration est imm6diate. 

Corol|aire. Si H est un hyperplan et Q est non-deg~n~r~, H n Q a un point 
double ps i  et seulement si H = Qp. 

2.2. Proposition. Un ensemble de points Q d'un espace projecfff Pavec  
dim P >= 2 est un ensemble quadratique si et seulement si route section plane de Q 
est un ensemble quadratique. 

D~monstration. Si Q est quadratique toute section plane est quadratique 
par 2.1. Supposons que Q n n soit quadratique dans n pour  tout plan n de P. 
Consid6rons une droite D de P et un plan n contenant D, un tel plan existe du 
fait que dim P > 2. I1 est clair que Q c~ D = (Q n n) n D. La condition 1.3 (i) en 
r6sulte. De plus, D est tangente ~t Q si et seulement si, D est tangente/t  Q n ~z 
pour tout plan ~z contenant D. Pour tout peQ, soit Qp ta r6union des tangentes 
it Qenp .  

Si D 1 et D 2 sont deux de ces tangentes et n le plan contenant D I et D2, n n Q 
est un ensemble quadratique dont  l 'hyperptan tangent est n. Donc nest  contenu 
dans Qp et Qp est une vari6t6 lin6aire. Enfin, comme tout plan contenant p a 
une droite dans Qp il n'est pas difficile de montrer  que Q~, est un hyperplan ou P 
ce qui ach~ve la preuve de 1.3 (ii). 

Passons ~t l 'examen des ensembles quadratiques d6g6n6r6s. 

2,3. Proposition. Eensemble des points doubles d'un ensemble quadratique 
est une vari~td lindaire. 

Ddmonstration. Si a, b sont des points doubles distincts de Q, il suffit de 
prouver que tout point c appartenant/ t  la droite a + bes t  6galement un point 
double. Comme a +  b est tangente en a, cette droite est contenue dans Q et 
ceQ. Soit Dune  droite passant par c. I1 faut prouver que D est une tangente. On 
peut supposer que c+a, b et D+a+b. Si D contient un point deQ avec c#~d 
l 'hyperplan tangent Qa contient a, b car a +  d et b + d sont des droites de Q. 
Donc Qd contient la droite a + bet  le point c. De ce fair, c + d = D est une tangente 
e n d  et est contenue darts Q. It en r6sulte clue ces t  double. 

La  proposition suivante montre que t'6tude des ensembles quadratiques 
d6g6n6r6s se ram~ne ~t celle des ensembles non-d6g~n6r6s. 

2.4. Proposition. Soit Q un ensemble qucutratique, D la varidtd lin~aire des 
points doubles tie Q et V une varidt~ lin~aire compt~mentaire de D c'est-&-dire 
disjointe de D et maximale pour cette propri~td (on a V+ D = P). Alors Q n Vest 
non-d~g~n~rde et Q est la rOunion de D, Q n Vet des droites joignant un point de D d 
un point de Q n Is.. 

D~monstration. Si Q n v a un point double p, il r6sulte de 2.1 que Vest  
contenue dans Q~,. Comme D est 6galement contenue dans Qv, on a donc 
Qp=P et p~D ce qui est impossible. Si q~Q et q n'est pas un point de D ou de 
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Q c~ K il existe une droite passant par q et joignant un point d~D ?t un point vE V. 
Cette droite est done contenue dans Q et veQc~V. Ceci prouve que Q est 
contenu dans la r6union consid6r6e. D'autre part, il est clair que tout point de 
cette r6union est un point de Q. 

La proposition pr6c6dente admet une r6eiproque que nous nous bornons ~t 
6noncer: si V et D sont des vari6r6s lin6aires disjointes et Q un ensemble 
quadratique dans K la r6union de D, Q et des droites joignant un point de D ~t 
un point de Q est un ensemble quadratique darts la vari6t6 V+ D; en outre, D sera 
l'ensemble des points doubles de cet ensemble si Q est non-d6g6r6r6. 

2.5. Proposition. Soit Q un ensemble quadratique. Alors toute section plane 
de Q est ddgdndr~e ou vide si et seulement si Q est une vari~td tinOaire (et ators 
tous ses points sont doubles) ou Q est la rdunion de deux hyperplans distincts (et 
alors l'interseetion de ceux-ci est ta variete des points doubles). 

La d6monstration ne pr6sente pas de difficult6s. 

2.6. Proposition. Si Q est un ensemble quadratique d'un espaee projectif P et 
si Q n" est pas rdduite ~une varidtd lin~aire, la plus petite varidtd lin~aire contenant 
Q est P Iui-mdme, 

Ddmonstration, I1 suffit d'observer clue Q poss6de au moins un point p 
qui n'est pas double, doric pour lequel Q~, est un hyperplan. Alors toute droite 
passant par p qui n'est pas contenue dans Qp contient un deuxi6me point de Q. 
Le r6sultat s'en d6duit ais6ment. 

3. Les Q-vari6t6s d'un ensemble quadratique Q 

3.1. Lorsque Q est un ensemble quadratique et Vest une vari6t6 lin6aire 
eontenue dans Q, nous dirons que Vest une Q-vari6t6. Nous nous int6ressons 
avant tout aux Q-vari6t6s maximales. I1 est clair que toute intersection d'une 
famille non-vide de Q-vari6t6s est une Q-varlet6. 

3.2. Proposition. Soit Gun  ensemble de points d'un ensemble quadratique Q 
tel que toute droite joignant deux points de G soit contenue dans Q. Ators la 
varidtd lin~aire engendrde par G est une Q-variety. 

D~monstration. I1 suffit de prouver cette propri6t6 pour un ensemble G 
qui est fini car tout point de la vari6t6 engendr6e par un ensemble appartient A 
la vari~t6 engendr6e par un hombre fini de ces points. Proc~dons par induction 
sur le nombre d'616ments m de G. Sim = 0, 1, 2 la propri~t6 est triviale. Supposons 
que m > 2 et soit g e G, Vla vari6t6 lin6aire engendr6e par G - g .  Par l'hypoth6se 
d'induction, Vest une Q-vari6t6. Tout point x de la vari6t6 g+  V engendr6e 
par G appartient & une droite g+  v avec w V 

L'hyperplan tangent Qg contient G -  g, done V. De ce fait, toute droite g + v 
est tangente en g e t  est contenue dans Q puisqu'elle contient deux points 
distincts de Q. On a done xeQ. 
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3.3. Proposition. Soit Q un ensemble quadratique et supposons que V soit une 
Q-vari~t~ et p u n  point de Q tel que V+p ne soit pas une Q-varidtd. Alors 1) la 
rdunion Vp des Q-droites qui passent par p e t  par un point de Vest  une varidtO 
lindaire qui est une Q-varidtd; 2) V~c~ V= Qp n Vet cette vari~td est un hyperpIan 
clans Vet  dans V~; 3) dim Vp = d i m  V; 4) si Vest une Q-vari~t~ maximale, il en ~,a 
de m~me pour Vp. 

Ddmonstration. I1 est clair que Vp--(V+p)caQp de sorte que W est une 
vafi6t6 lin6aire et que Vp c~ V = Qp c~ V. En outre, Vp est une Q-vari6t6 par 3:2 
(G 6tant la r6union de Vet de p). Comme W ne peut contenir I/; Wr~ Vest un 
hyperplan de Vcar Qp est ten hyperplan de P. Donc W=(Vpcal/)+p est un 
hyperplan de V+p et Vp n Vest un hyperplan de Vp. Ceci ach6ve la preuve de 1) 
et 2); 3) en est une cons6quence imm6diate. I1 est clair que si West une Q-vari6t6 
maximale, Vsera 6galement maximale. La propri6t6 r6ciproque 4) r6sulte alors 
de la sym6trie des r61es jou6s par Vet Vp: soit q~V-(VcaVp);  Vp+q n'est pas 
une Q-vari6t6 sinon v+ pen  serait une; comme (vp)q= Von peut conclure. 

3.4. Proposition. Les Q-vari~t~s maximales d'un ensemble quadratique Q ont 
la mdme dimension. 

Ddmonstration. 1) Notons d~abord que toute Q-vari6t6 est contenue dans 
une Q-vari6t6 maximale au moins, cette propri6t6 r6sultant du lemme de Zorn: 
on observe que la r6union d'une chaine de Q-vari6t6s est une Q-vari6t6. 

2) Soient Vet v '  des Q-vari6t6s maximales de dimensions respectives n, n' 
avec n < n'. I1 faut 6tablir une contradiction. Soit B une base de V form6e de 
n + 1 points lin6airement ind6pendants et choisie de telle sorte que B ca V' soit 
une base de Vc~ V'. Pour tout point b~B consid6rons la vari6t6 lin6aire V b' 
r6union des Q-droites passant par be t  par un point de V'. Les ~' ca V' sont des 
hyperplans de V' ou la partie pleine en vertu de 3.3. Comme n <  n', l'intersection 
de ces vari6t6s est non-vide car ce sera une vari6t6 dont la codimension dans V' 
est au plus 6gate ~n. Soit p un point de cette intersection. Alors p + Vest une 
Q-vari6t6 par 3.2 et V n'est pas maximale. 

3.5. Si (2 est un ensemble quadratique et d la dimension commune ~ toutes 
les Q-vari6t6s maximales de Q, l'indice i de Q sera le hombre cardinal d + 1. 
On a clairement i >  1 d6s que Q est non-vide, i>  2 d6s que Q est r6gl6e. 

3.6. Proposition. si  Q est un ensemble quadratique non-ddg~ndrO d'indice 
fini, toute Q-varidtd est l'intersection des Q-variOt~s maximales qui la con- 
tiennent 2. 

Lemme 1. Si Vest une Q-varidtO, il existe une Q-varidtd maximale disjointe de V. 

Preuve. Comme Q est d'indice fini, la dimension de Ves t  finie. Si V' est 
une Q-vari6t6 maximale dont l'intersection avec Vest non-vide et de dimensionj 
il suffira de prouver qu'il existe une Q-vari6t6 maximale V" telle que dim (V ca V") 
- - j - 1 .  I1 existe un point peQ tel que p+(Vca V') ne soit pas une Q-vari6t6, 

2. I1 est facite de voir que cette proposition cesse d'etre valable si Q est d6g6n6r6. Par contre, 
on peut conjecturer que le r6sultat demeure vatable si Q est d'indice infini. 
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sinon tout point de Vc~ V' serait double pour Q. De ce fait, (Vn V')p est une 
Q-vari6t6 dont l'intersection avec Vn  V' est de dimension j -  1 par 3.3. Par 3.3, 
la Q-vari6t6 Vp' est maximale, contient ( V n V ' ) p  e t a  la m~me intersection 
avec V n v '  que cette derni6re vari6t6, sinon 1~' contient V n V' et p de sorte 
que p + ( V c ~ V  r) est une Q-vari6t& On a V n l ~ ' = V n V ' n V [ , .  Supposons le 
contraire et soit x un point de V c~ Vp' n'appartenant pas/t V'. Ators la r6union G 
de V c~ V', W' n V' et {x} v6rifie les hypotheses de 3.2 et engendre une Q-vari6t6 W 
qui contient Vp' car Wcontient l'hyperplan Vp' c~ V' de Vp' et un point x ext6rieur/t 
ce dernier. Par cons6quent W= Vp' qui est maximale et Vp' contient encore 
Vn  V' ce qui conduit ~ une contradiction comme nous l'avons vu plus haut. 
I1 en r6sulte que dim(Vc~Vp')=dim(Vc~V'c~ l ~ ' ) = j -  1, ce que nous devions 
6tablir. 

Lemme 2. Si Ves t  une Q-varietal contenue dans la Q-varietal W,, il existe une 
Q-varidtO maximate W'  telle que W n W ' =  V 

Preuve. Proc6dons par induction sur la dimension de V. Si Vest vide, la 
propri6t6 r6sulte du lemme 1. 

Supposons que la propri6t6 est valable en dimension m -  1 et prouvons-1/t 
en dimension m avec m > 0. Soit V I un hyperplan de Vet pun  point de V -  V~. I1 
existe une Q-vari6t6 maximale Wl telle que Wnt~]=V1 car dim ~ ] = m - 1 .  
La Q-vari6t6 maximale W ' =  vvlp r6pond/t  notre condition. 

La proposition 3.6 r6sulte imm6diatement du lemme pr6c6dent et du fait 
que toute Q-vari6t6 est contenue dans une maximale. 

3.7. Corollaire. Si Q est un ensemble quadratique non-ddgdndrd d'indice fini i 
dans un espace projectif de dimension n, on a 2 i <= n + 1. 

I1 suffit de consid6rer deux Q-vari6t6s maximales disjointes V~, V2 dont 
l'existence est assur6e par 3.6. On a dim(V1+ V2)+dim(Vln V~)=dim V~+ 
dim l/~ qui fournit l'in6galit6 annonc~e. 

3.8. Des propri6t6s 6tablies plus haut, il r6sulte que tout ensemble quadrati- 
que non-d6g6n6r6 et d'indice fini i > 2 muni de ses Q-vari6t6s, est une g6om6trie 
poly6drique de type C~ non-d6g6n6r6e [5] ; lorsque i > 2, cette structure v6rifie 
6galement les axiomes 6nonc6s en [6]. 

4. D~monstration du th~or~me 1 

4.1. Lemme. Si Q est un ensemble quadratique qui n'est pas une vari~td 
lindaire et si dim P__>2, un automorphisme de P f ixant tousles points de Q est 
l'identit~. 

Preuve. Q possbde au moins deux points p, q qui ne sont pas doubles sinon 
on montre ais6ment clue Q est une vari6t6 lin6aire. L'automorphisme o- conserve 
toute droite passant par p qui n'est pas contenue dans Qp. On en d6duit que a 
fixe toute droite passant par p (il suffit de consid6rer Faction de a sur un plan 
contenant une seule droite de Qp). I1 en va de m~me pour q. Par cons6quent, 
o- est une perspectivit6 poss6dant deux centres p et q e t a  est l'identit6. 
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4.2. Lemme. Si Q est un ensemble quadratique, dim P>-2 et s ic  est un point 
de P - Q  qui n'est pas commun d tousles hyperplans tangents Qp, pEQ il existe 
au plus une perspectivitd non identique de centre c qui conserve Q. 

Preuve. (2 n'est pas r6duit/t  une vari6t6 lin6aire sinon I'intersection des Qp 
serait P e t  il n'y aurait pas de point tel que c. On peut donc appliquer 4.1. 
Soient o', ( d e s  perspectivit6s non-identiques de centre c qui conservent Q. 
Pour  tout point p~Q tel que c+p contienne un point p'~Q avec p'+p on a 
( (p )=a~)=p '  sinon ( ( p ) = p  et ( conserve Qp et Qv', qui sont distincts et ne 
contiennent pas c ce qui oblige ( / t  fixer tousles points de ces deux hyperplans: 
une contradiction avec le fait que ( n'est pas identique. Donc les restrictions de 
( e t a  tt Q coincident e t a  - t .  ( est un automorphisme fixant tousles points de Q, 
c'est-fi-dire l'identit6 par 4.1. 

4.3. Lemme. Dans un plan projectif sur un corps commutatif soient F, F' 
deux coniques ne eontenant pas tousles points du plan, ayant trois points communs 
non-alignds et des tangentes communes et distinctes en deux de ces points. Alors 
F=F'.  

Preuve. Ce r6sultat classique est susceptible d'une v6rification tr6s simple. 
On choisit un syst6me de coordonn6es homog6nes (x l ,x2 ,x3)  tel que deux 
points communs soient a=(1 ,0 ,0 ) ;  b=(0,  1,0) et que les tangentes en ces 
points soient x 2 = 0 et xl --0 respectivement. Soit c le troisi6me point commun/ t  
F et F'. Distinguons deux cas: 

a) c n'est pas sur les tangentes en ae t  b. Alors on peut choisir les coordonn6es 
de telte mani6re que c = ( l ,  1, 1). On v6rifie qu'il existe une et une seule conique 
satisfaisant aux conditions requises: xl x2 - x ~  = 0 

b) c est sur une au moins des tangentes en a et b. Alors F et F'  contiennent 
cette tangente et de ce fait elles contiennent l'autre. Elles ne peuvent contenir 
aucun point ne v6rifiant pas l'6quation Xl x2 = 0 et sont donc 6gales. 

4.4. Proposition. Soit P u n  espace projectif de dimension finie sur un CO~TS 
commutatif et Q un ensemble quadratique qui n'est pas une vari~td lindaire et 
dont route section plane, non rdduite d une varidtd lindaire, est une conique. 
Alors Q est une hyperquadrique. 

Observons que la conjonction de 4.4 et 2.2 6tend la validit6 du th6or6me 4.1.1 
de [3]. 

Ddmonstration. La propri6t6 est triviale en dimension i et 2. Supposons que 
dim P > 2 et proc6dons par induction sur celle-ci. Il existe au rnoins deux 
points a, b de Q tels que la droite a + b ne soit pas contenue dans Q puisque Q 
n'est pas une vari6t6 lin6aire. Un hyperplan H passant par a et b sera tel que 
H c~ Q n'est pas une vari6t6 lin6aire et grftce ~ l'hypoth6se d'induction H c~ (2 
sera une hyperquadrique. Soit p u n  point de Q - Q  c~ H qui n'est pas double 
(il n'est pas difficile de montrer  qu'un tel point existe). Dans P il existe un 
syst6me de coordonn6es homog6nes x~ i = 1, . . . ,  n + i tel que 1) H soit l 'hyper- 
plan d'6quation x l = 0 ,  2)p soit le point (1, 0 . . . . .  0), 3) Qp soit l 'hyperplan 
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x, + ~ = 0. Enfin soit q un point de Q ~ H n'appartenant pas h Qp (un tel point 
existe sinon Qp contient H par 2.6 et pes t  double). Dans H, l 'hyperquadrique 
Qc~H a une 6quation n+l 

aijx iXj=O. 
i,j=2 

Dans P, nous consid6rons la famille d'hyperquadriques 

n+l 
~XlXn+t-I- 2 aijXixj=O 

/,j=2 

off 2 + 0  dans le corps de base. On v6rifie ais6ment que ces hyperquadriques 
contiennent Q ~ H, passent par p, admettent Qp comme hyperplan tangent en p 
(du fait que 2 4= 0). Parmi ces hyperquadriques il y en a tree et une seule, soit Q' 
qui a la propri6t6 Qq = Q~. On va prouver que Q = Q'. Soit c un point quelconque 
de Q n'appartenant pas h Q c~ H et distinct de p. Les points c, p, q ne sont pas 
align6s et engendrent un plan c~ qui coupe Q suivant une conique F et Q' suivant 
une conique F'. Soit D Ia droite commune/t  ~ et H;  pe t  c n'appartenant pas/~ D 
mais q~D. Distinguons deux cas. 

a) D contient un point q'~Q avec q'+q. Alors F et F' ont trois points com- 
muns p, q, q' et des tangentes communes en p, q du fait que Q~ = Qp et Qq = Q'q 
(2.1). Ces tangentes sont distinctes car p + q  n'est pas une droite de Q. Pour la 
m~me raison, F et F' ne remplissent pas tout le plan ~. Le lemme 4.3 permet 
donc d'affirmer que F=U. I1 en r6sulte que Q = Q' en dehors de l'hyperplan 
p + (Q ~ H)q engendr6 par la r6union des plans ~ qui passent par p, q et coupent H 
suivant une tangente D/t  Q. 

b) D est tangente fi Q et non contenue dans Q. Soit dun  point de Q n'appar- 
tenant pas ~ l'hyperplan p + (Q c~ H)q (d existe par 2.6). Les points p, c, d ne sont 
donc pas align6s et engendrent un plan qui coupe Q, Q' suivant des coniques 

et/]1' qui coincident en dehors de la droite p + c en vertu de a). On en d6duit 
ais6ment que ~ =F~', donc que c~Q'. On a donc montr6 que Q est contenu dans 
Q' et on ach6ve de montrer de mani6re analogue que Q' est contenu dans Q. 

4.5. Ddmonstration du thdorOme I quand dim P = 2. Dans ce cas, Q est non- 
d6g6n6r6 et non-vide. Consid~rons un syst6me de coordonn6es homog6nes 
(xl, x2, x3) tel que (0, 1, 0), (1, 0, 0) et (1, 1, 1) soient des points de Q et que les 
tangentes en les deux premiers points soient respectivement x l = 0  et x2 = 0. 
Tout  point de la droite x3 = 0 non situ6 sur Q, aura des coordonn6es de la forme 
(i, m, O) ofa m4~O dans le corps de base K. Comme Q est perspective il existe une 
perspectivit6 non-identique de centre (1, m, 0) qui conserve Q, qui permute 
(1, 0, 0) et (0, 1, 0) et fixe (0, 0, 1). De ce fait l'axe de cette perspectivit6 est la 
droite xz+mxl=O: si K est de caract6ristique 2, l'axe passe par (1, m, 0) et 
si K n'est pas de caract6ristique deux, il passe par le conjugu6 harmonique 
(1, - m ,  0) de (I, m, 0) par rappor t / t  (0, 1, 0) et (1, 0, 0). Un calcul 6t6mentaire 
montre que la perspectivit6 consid6r6e applique (1, 1, 1) sur ( - m  -1, - m ,  1). 
Doric Q est l'ensemble des points v6rifiant l'6quation xl x : -  x~ = 0. I1 reste ~t 



3t4 F. Buekenhout: 

prouver que le corps K est commutatif. Pour tout a =~ 0 dans K, la perspectivit6 
non-identique de centre (1, a, 0) qui conserve Q applique ( - m  -1, - m ,  1) sur 
(a -1 m, a m -1, 1). Ce dernier point doit donc v6rifier l'6quation de Q d'ofi on 
tire a m = m a. 

4.6. DOmonstration du thdor~me 1 quand dim P > 2. Comme Q n'est pas la 
r6union de deux vari6t6s lin6aires il r6sulte de 2.5 que l'une des sections planes 
de Q est non-d6g6n6r6e et on montre facilement qu'il en existe une qui est 
non-vide. On peut doric appliquer 4.5/t cette section et conclure que le corps 
de base est commutatif. Soit F une section plane de Q qui ne soit pas une 
vari6t6 lin6aire. I1 est clair que F est perspective. Si F est non-d6g6n6r6e il 
r6sulte de 4.5 que F est une conique. Si F est d6g6n6r6e, F est la r6union de 
deux droites et un tel ensemble est toujours une conique sur un corps com- 
mutatif. On peut donc appliquer 4.4 pour conclure. 

5. D6monstration du th6or6me 2 

5.1. Si x, y sont des points distincts de Q nous d6signons par Qxy la vari6t6 
lin6aire Qx c~ Qy qui est toujours de codimension 2 dans P sinon Q~ = Qy et on 
6tablit ais6ment l'existence d'un point double sur la droite x + y e n  utilisant 2.1, 
3.6 et en observant que tousles points de x + y  sont doubles dans Qc~Qx. 

5.2. Si la droite x + y n'est pas une droite de Q, Q,,y est engendr6 par Q~y c~ Q. 
En effet, Qxyr~ Q est non-d6g6n6r6 car un point double p serait tel que Qp 

contient Q~y, x et y et alors p serait double pour Q puisque Q:,y et x engen- 
drent Q~. En outre, Q~,nQ est non-vide (grgtce/t 3.3 par exemple). On peut 
donc appliquer 2.6. 

5.3. Si a est une perspectivit6 de centre p n'appartenant pas ~t Q telle que 
a(a)=b off a, b~Q et a+b, l'axe de a doit contenir Q,b. En effet, tout point 
de Q,bC~ Q est fix6 par ace  qui permet d'utiliser 5.2 (la droite a+b contient pe t  
ne peut donc ~tre contenue dans Q), 

5.4. Soit p u n  point n'appartenant pas/~ Q, a et b des points distincts de Q 
align6s avec p. 

Soit D u n e  droite de Q passant par a. Alors le plan b + D n'est pas contenu 
dans Q. Par 3.3, il existe une et une seule droite b+e contenue dans Q avec 
e eD. Soit c u n  point de D - a - e  et d le point (p+ c)c~ (b + e). On a Qcb +-Q,b 
sinon Q,b = Q~c = Qcd et Qb passe par a. Alors Q~a + Q,b est un hyperplan car 

Q~b c~ Qcd= Qa c~ Qc n Qb c~Qd= Q~ c-~ Q~ ~ Qe C~ Qb= Qa r~ Qb C~ Qc 

parceque Qb n Qd = Qe c~ Qb, Qc (3 Qe = Q,, c~ Q~. 

5.5. Soit c~ la perspectivit6 de centre pe t  d'axe Q,b+ Qcd qui applique a sur b. 
I1 suffira de prouver quecr conserve Q. On voit que o- d6pend seulement 
de Q, p, a, b, c et nous 6crirons o- (Q, p, a, b, c) pour tenir compte de cette obser- 
vation. Si nous prouvons que c~ conserve Q, nous aurons terrain6. I1 est clair 
que ~ applique route droite de Q passant par a(ou c) sur une droite de Q passant 
par b(ou d). 
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Grgtce ~t 5.1 et 2.1, Qa c~ Q posstde a comme seul point double sinon Q, = Qb 
pour un point b+a. De ce fait on peut appliquer 2.4, 2.6 et les rtsultats de 
3 pour affirmer que Q~ est engendrte par les droites de Q passant par a. Par 
constquent, a applique Qa sur Qb et Q~ sur Qd. 

5.6. Soit x un point de Q situ6 sur une droite contenue dans Q et qui rencontre 
a+c en un p o i n t f ~ e .  On peut supposer f + a ,  c par 5.5 et x 4 : f p o u r  prouver 
que o-(x)~Q. Consid6rons la varitt6 lintaire h 3 dimensions V engendrte par 
a, b, c, x. Alors V ~  Q est non-d tg tn t r te  (un point double devrait appartenir ~t 
f + x  et Vc~ Q contiendrait deux plans ce qui permet de se ramener au cas 5.5 
off x est sur une droite de Q passant par a). En outre V ~  Q est rtglte. On 
montre facilement que tout point de V n Q  appartient ~t deux droites de Q 
exactement et de ce fait on peut utiliser des rtsultats classiques ([2] Chap. 18) 
pour affirmer que le corp de base est commutatifet  que Vc~ Q est une quadrique. 
Dans V il existe une perspectivit6 a' de centre p e t  d'axe V c~ (Q,b + Q~) qui 
applique a sur bet conserve V n Q. I1 est clair que la restriction de a ~t Vcoincide 
avec a', donc a(x)sQ. 

5.7. De 5.6 on dtduit  que o" applique b sur a, donc par 5.5, a applique Qb 
s u r  Qa- 

5.8. I1 reste h prouver qu'un point x~Q situ6 sur une droite qui est contenue 
dans Q et qui rencontre a + c en e est encore appliqute dans Q par ~. Orl peut 
supposer que x n'appartient pas ~t Q,b + Q~a sinon x=a(x) .  I1 existe un point 
e'~Q~bu Q~d tel que e'~Q et x+e'  n'est pas une droite de Q, sinon l'hyperplan 
tangent Qx contient Q,b et Q~d, ce qui est exclu du fait que x n'est pas double et 
qu'il n'est pas contenu dans l'hyperplan Q,b+ Q~d- On pourra supposer que 
e'~ Q,b- Par x passe une droite x + a' contenue dans Q qui rencontre a + e' en a'. 
On a a' ~ e' et on peut supposer a' :# a sinon on est ramen6 ~ 5.5. Considtrons la 
perspectivit6 al  = a(Q, p, a, b, a', b') off b' est le point (p + a') n (e'+ b). Le cas 5.6 
s'applique ~t a 1 donc al(x)~Q. Comme a et o-1 permutent Q, et Qb par 5.7, 
a-  o-~ est la permutation identique et cr = a~. 

6. Perspectives de gtntralisations 
6.1. On peut conjecturer que les rtsultats prouvts ci-dessus demeurent 

valable en dimension infinie. 

6.2. On peut encore conjecturer que l'hypoth~se selon laquelle P e s t  argut- 
sien, dans le th tor tme 1, est superflue. 

Si P est un plan de Moufang, la dtmonstrat ion donnte en 4.5 se laisse 
facilement adapter. 

6.3. Les techniques utilistes ci-dessus s'ttendent sans trop de difficultts 
l ' ttude des <<quadriques hermitiennes>> c'est-/t-dire des ensembles de points 
absolus d'une potarit6 dans un espace argutsien. La condition (i) de 1.3 est 
bien entendu perdue; par contre, (ii) demeure valable. Nous reviendrons sur 
cette gtntralisation ailleurs. 
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6.4. On peut tenter d'6tendre i'6tude pr6c6dente aux vari6t6s alg6briques et 
d 'abord aux courbes de degr6 3 auxquelles nous nous limiterons en ce moment. 
Diverses difficult6s surgissent. Par exemple, clue faut-il appeler tangente? 
La r6ponse est simple si on se limite ~ des courbes sur un corps alg6briquement 
ferm6: une tangente sera une droite qui rencontre Q en un ou deux points ou 
qui est contenue dans Q. Dans ces conditions 1.3 (ii) sera pr6serv6e. Si tes t  une 
tangente contenant deux points a, b de Q, comment d6cider s i t  est tangente en 
a ou b? I1 semble n6cessaire d 'adopter un d6part plus contraignant dans ce 
genre d'6tude: par exemple se donner un ensemble de points et, pour tout 
point p, une famille de droites appel6es tangentes en p qui seront soumises h 
diverses conditions. 

6.5. Consid6rons une g6n6ralisation des ensembles quadratiques d6finie 
comme suit. Un Q-ensemble d'un espace projectif P sera un ensemble de 
points qui v6rifie la condition 1.3 (i) et la condition (ii)'; pour tout point p~Q, 
l'ensemble Qv des tangentes h Q passant par p, est une vari6t6 lin6aire de P. Un 
point double de Q est encore un point p tel que Qp = P. On v6rifie sans peine que 
les propositions 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 s'6tendent aux Q-ensembles. De ce thit, la 
d6termination des Q-ensembles est ramen6e ~ celle des Q-ensembles sans 
points doubles. Tous les Q-ensembles finis non d6g6n6r6s sont d6termin6s par 
le th6or6me suivant. 

Th6or6me. Soit Pun  espace projectif fini de dimension n >__ 2 et d' ordre k et Q 
un Q-ensemble non dOgOn~r~ de P. Alors Q est un ensemble quadratique sat(  
exception. Les exceptions sont : 

a) k = 2 et Q est le compl~mentaire d'un hyperplan ou le compldmentaire d'un 
hyperplan et d'un point; 

b) n = 2 et Q est la r~union d'un ensemble quadratique sans points doubles Q' 
et d'un point commun d~ routes Ies tangentes de Q'. 

D~monstration. 1) Si n = 2 et Q n'est pas un ensemble quadratique il existe 
un point p~Q qui n'est sur aucune tangente. Donc toute droite passant par p 
contient exactement deux points de Q et Q est de cardinal k + 2. Q ne contient 
aucune droite, sinon Q serait la rhunion d'une droite et d'un point ce qui est 
visiblement impossible. Doric Qp = {p} pour tout p ~ Q et Q - {p} est un ensemble 
quadratique Q' dont  toutes les tangentes passent par p. 

2) Pour tout p, q appartenant h Q on a dim Qp = dim Qq. I1 suffit de prouver 
que Qp et  Qq ont m6me cardinal. Si la droite p + q n'est pas contenue dans Q et 
si D est une tangente en p, le plan D + q contient une seule tangente D' passant 
par q car (D + q)c~ Q est un ensemble quadratique. 

(Si cette section plane n'a pas de point double, cela r6sulte de 1) et si elle a 
un point double, cela r6sulte d'un raisonnement fort simple.) I1 est clair que 
l'application D ~ D '  6tablit une correspondance biunivoque entre l'ensemble 
des tangentes par p et l'ensemble des tangentes par q. Si p +  q est contenue 
dans Q il suffit de montrer  qu'il existe un point r de Q tel que p + r et q + r ne 
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soient pas contenus dans Q. L'hypoth~se contraire oNigerait toute sbcante 
par p, ~t couper Qq en un point de Q et Q~ serait au moins un hyperplan contenu 
dans Q puisque p n'est pas double. De ce fait Q serait d6g6n6r6. 

3) Dor6navant nous supposons toujours que Q n'est pas un ensemble 
quadratique et que n>2. Grfice "h 2) tout point psQ est dans un plan H ne 
contenant aucune tangente de Q. 

4) Si dim Qp> t, il existe une tangente ~ Q non contenue dans Q. En effet, 
si D est une droite contenue dans Q et peD, soit H u n  plan passant par pet  ne 
contenant aucune tangente ~t Q. Alors H ~ Q est un Q-ensemble sans tangentes 
car il n'a aucun point double et on peut appliquer 2). Par rout q ~//c~ Q passe 
tree et une settle droite de ( / /+  D)c~ Q et ces droites se coupent deux ~t deux. 
It en r6sulte que (/7 + D)ca Q poss~e un point double et par ce poh~t passe 
visibtement une tangente non contenue clans Q, sinon on aurait Q=P et Q 
serait un ensemble quadratique. 

5) On a k=2. Consid6rons d'abord le cas off n=3. Ators dim Qp=0 ou 1 
pour tout pc Q. Si dim Qp = I, routes tes tangentes passent par un m~me point a 
en vertu de 1) car eUes se coupent deux g deux et ne sont pas coplanaires. Le 
point a ne peut appartenir ~t Q car il serait double. La r~union de Q et de {a} 
est un Q-ensemble Q' d6pourvu de tangentes. 

I1 y a k2+ k + 2 points darts Q'. Le hombre de plans de P qui contiennent 
trois points de Q' est (k2+k+2) (k2+k+l )  (k2+k)/(k+2) (k+l)  k d'ofl on 
d6duit clue k + 2  divise 12 et que k=2, 4 ou 10. Mais k=10 est impossible si 
n=3. Si k=4, il y a 77 Nans qui coupent Q" et 8 qui sont disjoints de Q'. I1 y a 
22 points dans Q'. Soit D une droite qui est disjointe de Q'. Tout plan contenant D 
et qui rencontre Q' contient 6 points de Q'. Donc 6 devrait diviser 22 et on a 
k = 2. Le cas off n = 3 et dim Qp= 0 se traite de la marne mani~re, Q' n'6tant 
autre que Q. En passant, on pourra rapprocher l'impossibilit6 prouv6e ci-dessus 
pour k = 4, de l'existence d'un syst~me de Steiner de 22 points, ayant 77 blocs 
de 6 points tels que tout triple soit contenu darts un et un seul bloc. 

Le cas off n > 3 se traite plus rapidement. I1 r6sulte de 4) et 3) qu'it existe tree 
vari6t6 tin6aire h trois dimensions V passant par un point p~Q, telte que 
dim (V c~ Q)p < 1 et telle que V ne contienne aucune droite passant par p. Alors 
V c~ Q est non d~g6n&~e et on peut appliquer le casn = 3 pour conclure. 

6) Si a,p,q sont des points non alights tels que p, qeQ, p+q n'est pas 
contenue clans Q et a~Qpc~Qq on a a~Q~ pour tout x~Q. 

La wopri6t6 s'6tabtit par induction sur la dimension n de P. 
Sin = 3 la propri6t6 a 6t6 explicit6e en 5). 
Si n=> 3, supposons qu'il existe un hyperptan H contenant p, q, x et ne 

contenant pas Qp. Ators H~Q est un Q-ensemble, (Hc~Q)p=HcaQv n'est 
pas un hyperplan de H et de ce fait H c~ Q n'est pas un ensemble quadratique 
et n'est pas d6g6n6r6 (H ne peut &re tangent en aucun point de Q en vertu de 
nos hypotheses). L'hypoth~se d'induction permet d'achever darts ce cas. 

SN n'existe aucun hyperptan tel que H ci-dessus, Qp est contenu dans te 
plan p + q + x et comme p + q n'est pas darts Qp on a dim Qp = 1. Darts ce cas on 
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montre g nouveau par 1) que toutes les tangentes se coupent deux/ t  deux et 
passent de ce fait par un m~me point. 

7) Q ne contient aucune droite. Sinon on pourrait  r6aliser les hypotheses 
de 6) ci-dessus avec la condition suppl6mentaire a~Q et a serait un point 
double. 

8) On a dim Qp < 1 pour tout p ~ Q. Supposons le contraire et soient p, q ~ Q. 
La droite p + q n'est pas contenue dans Q. Alors 1) et 6) permettent d'affirmer 
qu'il existe au moins une droite D telle que Qx contient D pour tout xeQ. 
Soit Vla vari6t6 lin6aire/~ 3 dimensions D + p + q. Alors V n Q est un ensemble 
quadratique car dim (Vn  Q)y= 2 pour tout ye  V n  Q. Comme Q ne contient 
aucune droite, V n Q est un ovoide dont tousles plans tangents passent par D. 
I1 est bien connu que ceci est impossible. 

9) Si dim Qp=0, P-Q est un hyperplan. C'est visiblement une vari6t6 
lin6aire du fair que k = 2 et toute droite rencontre cet ensemble. 

10) Si dim Qp= 1, les tangentes ~t Q passent par un marne point a. On 
s'assure que Q '=  Q w {a} est encore un Q-ensemble. A pr6sent Q' est le com- 
pl6mentaire d'un hyperplan grftce ~ 9) et la d6monstration du th6or6me est 
achev6e. 
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