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0. Tdtroduction. - S -

- Af%é?fif”dé“ia 38me année les polyndmes constituent un sujet- d'intérét permanent
4y cours d¢ mathématique de 1'enseignement secondaire. Ils fournissent notamment des
" exemples vg}iés'de fonctions sur lesquelles s'appuie l'impOrtant’éhapitré‘d'Analyse.;
“I1s fournissent un apport &nalogue dans 1'étude des espaces vectoriels. ~Ils consti-
" tuent un outil privilégid dans 1l'initiation et le perfectionnement du calcul algébri-
que. En fait, on les retrouve un peut partout. En Combinatoire, c'est 1é bindme de-
“‘Newton. En trigonométrie, la formule la plus importante ErSEVOi?ﬁéoszx.+:sin2x = 1

" ‘camoufle le polyndme’ y2 +2° - 1. De méme, le théordme de Pythagore camoufle le

>“p51yn8me“"x2 + y2~bT22. Corment s'explique cette‘bmniprésénCe'? ‘Trés simplement.
" Les polfﬁaﬁés“éonf une émanstion naturelle et indvitable de l'addition et de la multi-

' plication réunies, c'est-3-dire des propriétés des nombres usuels ou si on préfére un

" 7 langage plus précis, de la structure d'annesu commutatif. Il est significatif que

des équations polyndmiales apparaissent massivement d3s 1'époque des Babyloniens.
D&s lors nous ne seront plus étonnés de voir les polyndmes envahir nos classes 2
partir de la 33me. Nous seront plutdt étonnds de leur absence en 1ére et en 2¢éme et

c'est par 13 que nous commencerons un examen plus systématique de la question.

1. Les polyndmes en 18re année.

certain. Nous les voyons apparaltre en liaison avec des situations géométriques d'une

part et des situations algébriques d'autre part.

1.1. Polyndmes émergeant de situations géométriques.

C'est ici que se situe 1l'origine historique des polynOmes. Habitués comme nous le

sommes 3 une vision formelle de ceux—ci basée sur des notations algébriques, nous



pourrions croire qu'ils‘n'ont pU s'intrédﬁire qu'a lé Renaissance. Or nous 1l'avons
déja dit, des équatiqns polynomiales sont résolues couramment par les scribes ba-
byloniens il y a 4 000 ans environ. Chez eux, comme chez les Grecs plus tard, no-
“tre x° est l'aire d'un carré de cbté x et notre x5 est le volume d'un cube de
cdté x. Voici &galement la meilleure approche pédagogique du.sujet. Il ne faut
p§§,§ttendr§,d'avoig;vu les puissances qui sont au programme en ce qui concerne N
et Z mais utiliser au contraire les aires et volumes (également au programme)
poux.motiver,l'introduction d'expressions telles que ,x2 et x?. C'egt;donc 1l'ac-
quis de 1'8cole primaire (aire, volume) qui servira de base & l'introduction de puis:
- sances et ainsi de polyndmes (une expression qu'il ne faudra pas encore utiliser).

Quelles activités peut-on proposer aux &léves 7. .

~Un ler théme est constitué par l'exploration de l'aire d'un carré (ou volume de
‘ cube)‘dont:lg coté vaut 2x, x + 1. et finalement x + y. Les fameux produits remar-
quables de 3éme année comme . (x + y)? = ..., (x + y)3 = ... semblent aujourd’hui
totalement coupés de leur intreprétation géométrique et d@s lors d'une motivation
importante accessible aux éldves.. Rappelons donc la signification géométrique de

2 2

o (x o+ y)2 =x +2xy +y par un dessin qui se dispense de toute explication (pour

les cubes on pourra faire réaliser des modfles aux éléves ...)
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Un 28me théme &troitément 1ié au précédent consiste 3 demsnder s'il y ‘& un carré
dont 1'aive est double de cellé d'un carré donné-de cbté x. Bref si on dorne un

” t .2 2 o AL L e PP ':' 2?
carré d'aire x~, peut-on trouver un carré d'alire c2x 1
Ceci revient 3 trouver un«nombréwdcntile carré<vau§?2, bref & introduire et explo-
rer V’Q., C'est par. cette v01e que. les 1rrat10nnels Be. sont 1ntrodu1ts en mathema—
tique et les Grecs se sont longtemps refusé 3 accepter ces nombres. N'est-ce pas
également une bonne approche pédagogique avant 1'étude systématique des racines

carrees prevue en 3eme ?

Le professeur ne devralt pas 1gnorer non plus que la dunllcatlon du cube c'est—a~

dire flnalement 1a constructlon de x/ 2, a falt l'obJet d un des problemes les plus

celéﬁres de l‘hlst01re des mathemathues.‘ Les Grecs de51ra1ent ramener toutes leurs
coné£fﬁc£;;n;:a‘déé t?é&és n‘utlllsant que.la regle et 1e compas, c est—a—dlre des
tracés de droites et de cercles. Il fallut attendre pres de 2 OOO ans pour que

les progrés de l'algébre permeftent a ﬁanzel (1837) de prouver que cette construc—
tion est impossible. Aujourd'hui, ce résultat est présenté communément comme une

des applications de la théorie des extensions de champs et de la théorie de Galcis.

(une bonne référence est : Stewart-Galois' theory.— Chapman, Londres).

Un 33me thdme 1ié aux carrds et aux aires est le cél&bre théoréme de Pythagore, une
application splendide des idées précédentes, 3 traiter également d8s la 18re année,

La démonstration des pythagoriciens est parfaitement adaptée & ce niveau
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T1 suffit d'admettre que la somme des angles d'un triangle vaut 2 dr01ts, pour

“prouver .queé’ la figure intérieure au dessin ci-dessus est blen un carre et des lors
les axiomes (implicites;ici),de_l*aire_montrent que

2 2 2 2

(agb)? = 4(&

I1 est rare de rencontrer des questions aussi spectaculaires dans le cours de mathé-

matique.

1.2. Polyndmes &mergeant de 51tuat10ns numériques.

. Nous avons vu comment motiver les puissances. Le nrogramme‘prev01t'une etude de N
et Z en ce qul concerne addition, mnltlpllcatlon, puissances. o

) 801t E un de ces ensemblee structu?es (plus tard on pour?a les.femélacerlpar Q
,iet I{), Notons en passant l'effort d'abstractlon exlge en representant des objets
: diiférents par lgvmeme lettre E. o H ‘ N
~Dans E on dispose des oéérationsesymboiiséee §ar

a+b=c . ab = ¢ cieg, .. & FC

Si on‘fixe un des é1éments a, b, ¢ et qu'on laisse varier les 2 autres (en les

remplagaﬁtipar” X, ¥) on obtient les fonctions suivantes : -

x+b, x+y=cou y=-x+¢

. . . i I e o
y = ax s Xy = ¢ ou y = -}Z 1Y
y = ax i, y = Xb, . Xy‘= C

Bref on introduit ainsi de maniére naturelle, les polynémes ax + b avec a =%t 1

et x° sans compter d'autres fonctions notamment 1l'exponentielle qu'on est tout de
méme surpris de voir rejeter en fin de rhétorique alors que le concept est mﬁr dés

qu'on dispose de la notien de puissance et de celle de fonction.

Si on ne fixe/?IEE;&ags les relations du début on obtient les polyndmes 3 2 indéter-

minées z = x +y, z = xy et.d'autres fonctions.

Voici un sutre thdme. FEn lisison avec le théordme de Pythagore on peut recher-

. : A ‘ . 2 2 2
cher des solutions en nombres entiers de 1'équation x° + 3y~ = z°, les &léves décou-



vriront 32 + 42 = 52 comie les Anciens et d'autres solutions avec 1l'aide d'une ma-

chine. On verra que les solutions ne sont pas si nombreﬁses.

Ici aussi, le professeur doit savoir que la questlon a donne lleu 3 un probléme
céldbre demeuré non résolu & ce jour. C'est le fameux "egrand theoreme de Fermat
(réf. Pour la Science - déc.78). Il consiste & prouver que si X, ¥, 2 sont des

naturels non nuls tels que X"+ yn =27 et nE€ N alors n <2,

1.3. Quelles activités proposer aux éléves ?

La découvefte présentée par le professeur est intéressante mais 1l'essentiel est de
faire travailler les él8ves. Deux thdmes nous paraissent tres appropriés. D'abord
le maniement de carrés et de cubes en liaison avec le dessin et le modéle, ou le
formalisme algébrique devrait trouver un de ses appuis les plus solides. Ensuite
1'étude de fonctions par des graphiques, des-calculs de valeurs, 1'utilisation de
tables et de machines, et méme des éraphiques 3 3 dimensions. Il n'est pas trés

difficile et si amusant de decouvrlr le graphlque de =z = Xy en forpe de selle de

cheval. Techniquement on peut utiliser des tiges plantées dans une plaque de poly-

styréne. ou des coupes réaliségs eg:carton. Le”lien avec le cours devgepgrapple pour-
rait &tre fait utilement. En ce qui concerne les graphiques, on pourra utiliser une
technique utilis@e avec succés & 1'Ecole Deé;oly, tout comme celles qui précédent,
depuis plusieurs années. Les éleves réaiigéhfﬁié graphique d'une méme fonction avec
des unités différentes et des axes non pe?béﬁﬁféﬁlaires. Apré&s quoi, on compare les
"parei;lemeht" partout. On peut également faire &tudier des taux d'accroissemnt

et préparer ainsi la dérivée.

Les professeurs estimeront sans doute que tout ce qui précdde ne doit pas &tre
T T

enseigné en 13re année et ne-peut 1'8tre faute de temps. Il va de soi que rien ne

doit &tre systématique & ce stade:. Nous souhaitons montrer les riches possibilités,
les nombreuses coordinations verticales entre années 4'études et horizontales entre

divers chapitres d'une méme année. Il est clair aussi que chacun des thémes propo-—



sés peut 8tre repris en 28me année et bien plus tard encore; - les questions importantes

et les grands problémes sont de tous les &ges.

2. Les polyndmes en 28me année.
Nous venons de voir que tout ce qui précédé'demeure largement valable, en parti-
culier & partir de 1'€tude de Q. Un autre point du progrémme peut &tre exploité. Il

s'agit de la composition de fonctions.

Exemple. On a rencontré les fonctions
| | fix>x+ 2
.'g>: b'q *’xg
et on en'a dressé les graphiqueé.
“Grace 3 la composition, on découvre
o f x> (x+2)°

fog: x."x2 +2

o
o

et on peuf léé étudier a leur foﬁf graphiéuement. On voit ainsi de nouveéux éolynames

'sﬁﬁ&amhe;‘. o | |

éé#te bpération sur les fonctions aménef; peuf—étre i'étude d'éutres opérafabns comme
f+g:x ﬂsz + x + 2

dont le graphique s'obtient tr&s simplement a partir de ceux de f et g.

Tout ceci devrait 8tre motivé par des problémes concrets et ne pas &tre parachuté
tel quel. La composition se motive surtout par les transformations du plan. Quand
elle a &té .acceptée on peut la transférer aux fonctions comme ci-dessus. On peut aussi
introduire un probléme ad-hoc. Voici un énoncé vieux de 4 000 ans.

' Une aire ‘A~ -consiste en la somme de deux carrés et vaut 1 000. Le c&té d'un

carré;vaut~%:du’c8té,d£\gi utre @&iminud de 10. Quels sont les cBtés du carré ?

‘Cect livre les:éQuatiOnswf\?\§5‘+ y2 = 1000

d'ol on tire




‘‘‘‘‘

Tout ceci n'est-il pas & la portée d'éléves de 2éme ? Il ne faut pas pour autant
 leur faire résoudre l'équation du 28me degré. L'étude expérimentale du trindme

permettra de découvrir peu & peu et de vérifier ensuite que x = 30.

3. Les polynbmes en 3&me année.

Cette fois les-choSeS‘sérieuses-commencent car les polynfmes sont au programme.
Le professeur va notamment se heurter au délicat probléme de la définition car il
.y a deux notions de polyndmes et il est clair & voir les manuels et l¢§ programmes
que cette situation est embg;gassqgtglgar nul ne l'aborde de maniéreregplicite.
Nous allons donc;oub;ier les élévesfpengnt un moment et songer davantgge aux pro-

fesseurs.

3.1. Les deux notions de polyndme.

- Nous venons de voir qu'historiquement les polyndmes s'introduisent par des équa-

" tions ou par des fonctions. C'est la premiére notion que nous allons discuter.

On rencontre dans les traités d'algébre, une notion quelque peu différente que nous
" appellerons polyndme formel. Voyons d'abord comment définir la 1ére.

" les fonctions polyndmes sur R peuvent étre définies comme certaines applica-

* tions de " R dans R. Plus précisément, si n € N et si B s Bys sees B sont

des éléments de R, alors

. 2 ) n. -
f @+ R>R : x a +ax+a.x + ... +tax
o) 1 2 n

t;t upévfonctign ﬁSiygémé;sur R.

Au liéu Qe ’I{uhéﬁ beut fg%ﬁir de Z, % et‘plus‘géﬁéraieﬁénﬁ d'ﬁgrgnngau commuta-
e o S . S G sl

Nous y reviendrons.

¢ T1 est clair que cette notion doit &tre enseignée et qu'elle est centrale
“pour le cours de mathématique. Ses applications exigent 1l'acquisition d'une in-
tuition selon laqﬁelle x et f(x) sont percus comme des variables, la 28me dé-

pendant de la 18re et celle-ci étant souvent le temps ce qui devra nous inciter &

remplacer réguliérement x par t.



Voici quelques données supplémentaires sur 1‘anneau des fonctions polyndmes
'sur R (ou sur un anneau commutatif A) qui ont un intérét pédagogique certain.

Si f et g sont des applications de R dans R on peut d&finir:-

f+g:R>R: x> f(x)*+glx)

f.g:R>R:x~>f(x) . glx)

‘et 1l'ensemble des applications de R dans I% (ou de A -‘dans A) “est un anneau
‘commutatif pour ces opérations, anneau que 1'on note AA.'*L'anneau-des fonections
polyndmes sur A est un sous-anneau de  1'anneau A et la chose remarquable est
que ce-sous-anneau est engendré par-des fonctions:tr@s simples :
les fonctions constantes fc :x e ol ¢ €K
et la fonction identique g : x = x.
I1 est clair que par proguits et additiqns répétégs de ces fonctions on peut obte-
nir une fonction;quyn§mg_qp§lgonque._ Enfin cette vision permet d'aborder les
fonctions polynéme;_é 2 indétgyminéesvsur R : il suffit de remplacer dans la
construction précédentg;rg‘pag;lfanneaqx des polyndmes sur R, en d'autres termes
5 admettre que les coeffiqient§?d§viennent eux—mémes des fonctions»polynSmes.
Notons encore que 1'anneau des:fonctions polynGmes_est fermé pour ;'opération
de composition.
Quand on ouvre un traité d'algeore de nlveau universitaire ce n'est jamais

sous 1la forme de fonctions que 1 on 1ntrodu1t les polynOmes. On y définit plutdt

un polyndme formel en une indéterminfe, 3 coefficients dams un anneau commutatif A

(et ensuite on passe 3 plusieurs indéterminées) : c'est une suite

ced)

(a , a

02 313 +ee, B

n?
| d'éléments de A presque tous nuls (tous nuls & 1'exception d'un nombre fini
d'entre,eux). . On définit alors une addition et. une multiplication sur ces poly-

ndmes. Ensuite, on pose

A1505 0, vuny 0, vun)i= 1



a

sur la fonction £ AA ;¢ 4ﬁa; tat + ...+ ant

//Qn~prouve\£acilement que

et on démontre que
' 2 . n
a Q.5 seey & e..) =a +ax+ax + ...t+tax + ...
{ o’ 1t Tn? ) (¢ 1 2 T

ce'qui nous raméne:3.la notation classique.

Cette définition a le mérite d'étre parfaitement_rigoufeﬁéé, @é faire d'emblée le
rapprochement avec les espaces vectoriels et de situer 1'importance des mondmes

X"  comme base de. cet espace vectoriel méme si 1l'on n'éprouve pas le begoin d'ex—
pliciter ces notions. Elle a évidemment l'incqnvénignt d‘ét;e trés abstraite et
en Tin'de'compte, de s'adresser & des personnes qui savent déjé ce qgjeéf un poly-
ndme. Bien entendu, méme dans les traités on s'empresse de ne travailléf exclu-
sivement qu'avec la notation classique. Certains pensent alors un peu ﬁaivement
que la diff%;ulté est facile & surmonter. Il sﬁgggﬁ é; définir uﬁ"ﬁdlyname comme
une expression de la forme |

2 n
g +ax+ax + ...+ 8a8Xx
o) 1 2 n

avec laguelle on calcule de la manidre habituelle. Ceci est évidemment plus sa-

tisfaisant pour l'intuition, seulement on perd la perfection rigoureuse du début
car ici on ne peut donner un sens précis au symbole x utilisé. et, 4 strictement

parler, on n'a rien défini du tout.

Une question'éé pose encore. Quels sont les liens entre fonctions polyndmes
et polyndmes formels ? Intuitivement. les liens sont évidents et on a tout de
suite envie de parler de bijection. Soit A un anneau commutatif, A [x] 1'an-
neau des polyndmes formels en une indéterminée sur A et A{t).. 1'anneau des
fonctions:polynamgg sur A.. Alors on a une application immédiate

a : Alx] > A(t) qui applique a_ +a,x + ... ¥ anxn

n
1

a(f + g) = o(f) + alg)
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de sorte

une bijection

que o est un morphisme (0 conserve la structure).
toujours ?

Mais a est-elle
? La réponse est négative. Prenons le cas ol A ne posséde
que deux €léments O et 1.

Alors. Alx]

est malgré tout un anneau infini. Par
contre, A(t) 'se réduit & 4 &léments et aucune bijection n'est possible en général.
Toutefois, o

est une bijection d3s que A est un anneau int8gre ‘dinfini. (pour

une démonstration, voir par ex: Godement '~ Cours d'Algdbre, ‘Hermann).
Dans les cas.classiques, les deux anneaux -sont donc isomorphes.
la différence ?

culier x

Ou réside alors
Dans le cas des fonctions, il est question de variables, en parti-

est une: variable, alors que dans le polyndme formel x- désigne un po-
lyndme particulier mais bien déterminé et il apparait donc plutdt comme non varia-

3.2. Que faut-il enseigner ?

La véritable question est de savoir si le polynOme formel doit &tre enseigné. Le
programme ne se prononce pas en toute clarté. Il le fait de manidre implicite en

parlant de "polynOmes & coefficients réels et fonctions polyndmes" mais les direc-

tives méthodologiques sont muettes sur cette distinction.

Les manuels ne sont pas plus explicites. Leurs auteurs sont généralement

conscients de la distinction que fait le programme et ils s'adaptent d celui-ci

mais il est clair qu'ils en sont génés car la distinction n'est pas explicitée et

surtout aucune raison n'est apportée & cette distinction.

Quels avantages y a-t—il donc a introduire les polyndmes formels ?
les rapidement en revue.

Passons
1) on &crit volontiers

x2’— 3x + 2 _ (x = 2)(x - 1)
2
%< -

- x-2
| . x(x - 1)
Ces égalités de fractions

X

rationnelles ne posent aucun probléme sur le plan formel.
S'il s'agit de fonctions, la 2&me &galité est quelque peu abusive car la dernidre
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VfoﬁétléﬁAest deflnle par x =1 .et ié 1ére pas.. Les ﬁélvnamgé fé;mels évitent
‘donc d'aJouter X ¢:1 darrlere les deux égallteslc1 —dessus. .On avouera que le
3gélﬁ.ééf mlnce.en>re¢ard des efforts conséntls Douf maltrlser‘deux notlons au lieu
d'une‘. e
2) En fait, le seul verltable.avantage réside 3 mon éens dans l'effort d'abstrac-
tion exigé. Le polyndme formel est plus abstrait que la fonction polynomeS il
permet de dégager 1'essentiel de la notion'déiéblynaﬁe. I1 est ciair que la marche
vers 1'abstraction est un trait majeur ef'domiﬁanfldé toute 1'évolution des mathé-
matiques et que le pfofeéseur:doit en fairé;un ébjecfif de soﬂ.enseignement.
En ce qui concerne les niveaux a‘abstfactién du sﬁjetipolynGme on pourrait distin-
guer :

d) exemples "concrets' de“polyﬁGméé éommé 1'aire du carré en fonéfion ae la lon-
gueur d'un cdté. TIci les bbefficiehts:du polynSQe;ébnt‘fiiéézef'ia variable X
a une signification "concrote"

b) exemples de polyndmes ¢omme X2 (x ne représente plﬁé rien én pafficulier)
¢) polyndme général. I1 faut envisager une infinité d'objets & 1a fois. Clest
un pas difficile, un choc dént 1'éldve ne se remetira qu'ébrés deux années d'efforts
(les trinfmes ax® + bx + ¢ sont &tudiés en Léme, en partie pour attéﬁuer ce choc)

et ii est probable que certains ne s'en remettent jamais.
b‘d)_pplynﬁme formel. En raison de la difficulté de c) nous pensons que 4) ne
devraiﬁ pasbétre.aborqé avant la Léme et que son absence totale dans les humanités

ne serait pas trés génante.

~3.3. Et les anneaux ¢

Faut-il introduire la structure d'anneau ? Voild une autre étape dans la marche vers
1'abstraction qu'on peut situer ci-dessus aprés c). Au lieu d& laisser varier les |
coefficients dans R - on les laisse varier dans un anneau A. PFaut-il atteindre ce
- stade dans les humanités ? Ceci me paraft plus utile’ que”1'introduction du poly-

- ndme formel notamment en vue de d&finir les polyndmes 3 2 indétermindes’ sur A qui

sont des polyndmes & une indéterminde sur A [x] (ou A(t)). Mais il est clair 3
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nouveau qu'une grande prudence s'impose. Toujours est-il que le professeur doit
&tre conscient que la théorie de la divisibilité par x - a et l'algorithme
d'Fuclide (quotient et reste) demeurent valables pour un anneau commutatif quel-

conque, avec les démonstrations habituelles. Nous renvoyons a4 nouveau, a8 l'ex-

cellent traité de Godement pour plus de détails.

m3.h. Et les éléves ?
vNous avons finalement discuté la question des polynOmes & gqg,altitude que les
€léves ne peuvent atteindre en 3&me année. Qu'est ce qgi}iqurte pour eux ?

1) Entretenir les objectifs fixés en 18re et 28me année.

2) b'abord d'arriver & une yisiog_générale des fpnctipns»po}ynﬁmgg au. travers de
trés nombreux exemples

3) Ensu;te de calculer de maniére intensive dans lfanggag des po_lyn§m¢ss un des
buts étant de prologger les>techniqg¢s de. calcul vues dans l'anneau Z & des
ensembles de fonctions. .

h)lEnfin? il faut poursuivre 1'exploration des rep;ésegtations graphiques de fonc-
tions. |

Ces objectifs ne doivent pas étre menés dansvcet Qrdrelmais_giterper;_l{gn épau-

lant l'autre.

4. Les polynfmes en U4Sme année.

Une fois de plus, 1es'considéra€ions développées ci—dessu; demeurent large-
ment valables en Udme annde. Nous ne reprendrons pas les notions relatives aux
anneaux qui deviennent certainement plus pertinentes 3 ce niveau.

Nous examinerons plutdt quelques thdmes d'activités intéressantes inspirées par

le programme.

1) La virtuosité, la rapidité et la précision du calcul devraient &tre un objectif
pédagogique majeur faute de quoi 1'é€léve souffrira parfois plusieurs -années des
mauvaises habitudes prises 3 ce stade. Il est fréquent de voir des ébudiants en

mathématiques excuser une interrogation écrite insuffisante en disant .qu'ils ont
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fait &es‘fauteé de calecul maislqu'ils connaissalent la matiére.

2) Nbuébvoudrions insister sur 1'intérét des décompositions en facteurs. On conti-
nﬁe d associer algébre et calcul, calcul et algorithme é'est;é;dire ﬁécanisation,
:de ﬁaniére plus ou moins consciente. Or le calcul et l'algebre peuvent falre place
éussixé l'imagiﬁation créétrice. C'est 14 que les decomp031t10ns en facteurs sont
pérﬁiculiérément iniéreséantes. Ce ne sont pas des calculs mecanlques. Le pro-
fesseur peut collectionner des exercices d11f1c1les de ce type et en falre 1'objet
d 1'oceasion d'un probleme de recherches suscepfiﬁle 4’ attlrer Wéé meilleurs €léves.
Exemple ‘. J'avais démandﬂ a des étudiants de llcence de decomposef bx5 + x + 1

en factéurs avcoeff1c1ents éntlers. Nouéwav1ons vu une méthode permettant de trai-

ter ceci de maniére assez mecanlque. A ma grande surprise, Mlle Magis proposa la

magnlflque solutlon sulvante

_ . 6 . .
¥ +x+1=2% 1_ (x" + X3 + x2)
x = 1
x6 - 1 2,x° — 1
= x - 1 x( - 1)
3 :
_x -1 3 _ .2
Tox - 1 (x7 + 1 - x7)

(x2 + x +‘1)(X3 - x2 + 1)

1}

Bel:exemple d'imagination. -
Celui-ci m'incite & faire de la propagande pour un produit remarquable qu'il ne fau-
.drait pas omettre :

) X - 1
1T+ x + x2 + ...+ xn = —

qu'on peut ou non voir en liaison avec les progressions géométriques.

Exemple 2. Décomposer XS

+x + 1 en facteurs & coefficients epﬁigrs: Clest 1'ex-
ercice précédent mais nous souhaitons aussi illustrer la méthode g?ﬁé;ale'pour trai-
ter ce probléme quand*il est entendu que tous les coefficients sggt_enﬁigrs.
:Onisupposg\d'abgrd que f(x) se décompose en un facteur linéaire et un facteur du

Léme degré donc

5

x> +x+ 1= (ax + b)(cxu + dx3 +oex® + fx + g)
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Le lecteur saisira la méthode en notant que ac = 1 et 8, c sont entiers
donc a=c=1 ou a=c=-1 mais il est Zvident que ce dernier cas peut Etre
écarté (pourquoi ?). On peut donc supposer -a = ¢ = 1. Ensuite .be +ad =0
ou b +ad = 0.. On peut donc remplacer d par - b. On poursuit de la sorte et
on arrive soit 3 une décomposition soit & une impossibilité. Mine de-rien, on
résout‘unusystéme_linéaire, mais un systéme particuliérement simple qui:-n'exige
pas une théorie:générale préalable.

3) Les representatlons graphiques gardent toute leur importance. L'étude de
celle—-ci pour le trinSme”dg second degré devrait marquer deux tournants .importants.
D'abord on est amené & &tudier .pour la premidre fois; une classe infinie de fonc-
;Ttions-au lieu d'une fonction 3 la fois. Encore un choc. dont beaucoup. ' éléves
auront de la peine 3 se remettre et qu'il faudrait adoucir au maximum.

Fnsuite on est amené ou on_devﬁait Stre amend 3 &tudier les fonctions d'un point
de vue global : intervalles de croissance et de décroissance, extrema. GQu'y a~t-il
de neuf ici ? .Aﬁﬁéfévant oﬁlsejéera probablement limité & des constructions de
graphiques poigt par_pointé C'est une technique simple et importante qui doit
Stre familidre mais en 4dme il faut insister sur la nécessité dfadopter un nouveau
point de vue et surtout con&aiﬁcre 1'413ve de la puissance de celui-ci. En étu-
diant un graphique de fonction de maniére empiriqué, on déiﬁ ée liﬁiterAé un in-
fervaileMéﬁ”on.travaiileré'paf éxémpie ﬁ;ﬁééﬁo 1iOO] alors que la foncflon est ma-
ximale en x = 1 OOO. Le point de vue global permet en quelque sorte de prendre
de 1l'altitude et‘dé‘miéux'v01r 1a fonction. L'expérience prouve que de nombreux
rhétoriciens' n'ont pas vraiment comﬁris ce pgépt de vue et_quiil§_son§ pgssés

par l'etudévuiterleure de la der¢vee sans en tirer aucun.beneflce.

4) Liéquation du 2&me degre est un p01nt 1mportant da programme.:_Pourquoi passer
Acombletement soué sllenée la magnlflque hlstglre”des eqpat}ong dg Béme_9 du,héme

& I

et du Seme devre.‘ Qu on me comprenne blen. Je ne demande pas d'enseigner les

formules fournlssaht les racines de x3 + ax + b ni de faire résoudre de telles

éguations de maniefg systématique mais de signaler que cela existe, que les ma—

A
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thématiciens, ont affronté systématiquement ces prob;émes 4 partir de la Renaissance.
C'est une histoire bien connue mais pour la facilité du lecteur nous en reprendrons
les grandes lignes. Peut—€tre est-il bon tout d?aborq,vde rappeler que la méthode
de .résolution de 1'équation du.sgcond_degrélfut_élaborég.par les Babyloniens vers

1 600 av. J.C. et que. le Grec Diophante (vers 250 aprégtJ.C,) fut le‘pregier 3 ma-
nier ce probléme avec des coefficients‘quelconqges: La péﬁhgde est valable sur
tout champ dans lequel 1T+ 1%0. En 1.0k un_traité d'arithmétique dﬁ'é_Pacioli,
. s'achdve en observant que la solution d'équations cubiques générales cpmm;: x3 +
ax = b semble tout aussi impossible que la quadrature du:gercle. Des cas parti-
culiers &taient pourtant résolus dé€s 1'Antignité. On raconte que Fibongcci s'il-
lustra dans un tournoi scientifique 2 la cour de 1'empereur Frédéric II (132me
siécle) en.prouvant que x3,+ 2x2 + 10x-- 20 n'a pas dgv;acines rationnelles.

La. question soulevée par Pacioli et ses développements successifs allaient consti-~
tuer le probléme majeur de 1'alglbre durant plus de trois siég;es_jusqufaice que
Galois y apporte une_solution,compléte mais inatpenduewers JBSO. VEp_mqins de
cinquante ans des mathématiciens italiens comme Tartaglia, Cardan et ngrari allaient

réscudre les &quations du 38me et du 4eme degré. A titre d'exemple pour

x3'+ ax + b =0

©r

la formule de Cardan (due en fait 3 Tartaglia qui it jurer 3 Cardan de la garder
secréte ce que ce dernier parvint & faire durant 10 ans ...) livre par exemple
By b2 a3,/ b [B2 (&3
x=4/-2+/ 3+ 7 +V/-3-V/ 7+ (57 ()

Les calculs nécessaires & 1'élaboration de cette formule sont & la portée de
l'enseignement secondaire.

Signalons en passant que c'est le maniement de cette formule pour x3 - 15x = 4L =0

“qqi_posséde la solution x = 4 etuqﬁi‘dbhné”iieuwdans-(15'5 v/ - 121 qui amena

Bombelli (168me si&cle) & manipuler pour la premiére fois des nombres complexes.

P

Ceux-ci sont apparus comme une nécessité inéluctable dans 1'étude des équations du

38me degré {car x = 4 #&tait aprds tout une solution entiére) et non dans celle
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du 2éme degré comme on fait semblant de le croire dans les manuels. L'équation du
' 43me degré donne lieu elle aussi & une formule qui fait intervenir seulement des
fonctions rationnelles des coefficients de 1'€quation et de radlcaux de degré <
portant sur de telles fonctions.

Césbsucceo éclatants devraient conduire les mathemat1c1ens a4 la conviection qu'i:
ex1stalt une solution de 1'équation du S5éme degre par radlcaux et de nombreux ef-
forts furent accomplls dans ce sens. Ce fut 1la gloire’d'Abél de montrer vers 1825
que l'@quation générale du 5me degré ne peut &tre résolue par radicaux et ce fut
celle de Galois d'achever 1a question pour les éqﬁéfions de degré n et surtout de
fournir une cén&itionrécessaire et suffisante pour qu'une équation polynomiale soit
resoluble par radicaux : un certaln groupe de permutatlons associé a 1'équation doit
évoir uné suite croissante finie.dé’sous—groupes normaux commengant en 1 et se ter-
minant avec le groupe, dans laquelle le quotient de deux soué—groﬁpes consécutifs
est un groupe commutatif., Ce résultat mettéit fin au pfébléﬁe ceﬁtral de 1'algebre
durant les sifcles précédents et attirait 1'attention sur dés ensembles structurés
comme les groupes qui allaien£ devenir le principal cenﬁref&’iﬁ%érét élgébrique S
‘notre époque.

5) L'espace des trinBmes ax° + bx + c. Ce théme connu mai$ encore peu’ﬁratiqué
dans les classes mérite 1'attention car il €tablit le lien avec 1la géométrie vec—.
torielle 4 3 dimensions. Cet espace s'identifie 3§ IR3 dans lequel on distingue
cependant des sous-ensembles particuliers : le plan a = 0 des "faux tripsmes du
‘second degré” et le csne,_beA:whaq.= 0. des trindmes 3 racines doubles. On peut
comparer”l;addi£ioﬁ'et la multiplication pdlynomiales avec des notions géométriques
et interpréter des notions géométriques commes les droites, plans, paralldles en

termes de polyndmes.

5.-Polyn5mes en S5éme et 63me année.

A ce niveau, les polynomes devraient &tre devenus des cas partlcullers de

Pd

fonctions, particulidrement aisés & manipuler et flnalement sympathlques. Le

théoréme de/Mégiigurin.Eéﬁa\ﬁ\rgéflre toute fonctlon 1ndef1n1ment derlvable a
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un polyndme (approché ou & un polyndme de degré infini c'est-d-dire une série). On
peut aller jusqu'a €laborer tout le cours d'Analyse sur les polyndmes en étudiant
seulement les fonctions qui ont des approximations—convenablement définies par des
 polyndmes. Un tel exposé est fourni par Levi - Polynomials, Power series and Calculus,

Van Nostrand. Ce n'est sans doute pas le lieu d'entrer dans plus de détails.



